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1 導入

{f(n)}∞n=1を R≥0に値を取る数論的関数とする. {f(n)}の増大度を調べるための
概念をいくつか挙げてみる. 以下, gはR>0 → R>0の単調増加な連続関数とする.

• gが f に対する average orderであるとは, x→ ∞で∑
n≤x

f(n) ∼
∑
n≤x

g(n)

が成り立つことと定義する. ここで, F (x) ∼ G(x)とは, F (x)/G(x) → 1(x →
∞) が成り立つことと約束する.

• gが f に対するmaximal orderであるとは,

lim sup
n→∞

f(n)

g(n)
= 1

が成り立つことと定義する.

• gが f に対するminimal orderであるとは,

lim inf
n→∞

f(n)

g(n)
= 1

が成り立つことと定義する.

上の 3つの概念は, 数論的関数の平均的な挙動や大きくなるところ, 小さくなるとこ

ろを連続関数で捕らえることを目的とするものである. Tenenbaumの本 [13, I.3およ

び I.5]に, いくつかの数論的関数に対し, 上記概念についての古典的な結果が解説さ

れている.
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κ ∈ Rに対し,

σκ(n) :=
∑
d|n

dκ

とおく. 本稿では, σκ(n)に対し, average order, maximal order, minimal orderを考

えてみたい. 本稿では pは常に素数を表すこととする.

2 σκ(n)に対するaverage order

まず, σκ(n)に対する average orderを考える. これは標準的な議論で容易に導出で

き, また, 古くから良く知られた結果であるため, 大雑把な説明に留めることにする.

簡単のため, κ > 0とする. このとき, 簡単な計算により,

∞∑
n=1

σκ(n)

ns
= ζ(s)ζ(s− κ)

となることが分かる. ここで, ζ(s)はリーマンゼータ関数である. Perronの公式を用

いることで, x→ ∞のとき,∑
n≤x

σκ(n) =
1

2πi

∫ κ+2+iT

κ+2−iT

ζ(s)ζ(s− κ)
xs

s
ds+ (error)

となる. 積分路を左にシフトすることで,∑
n≤x

σκ(n) ∼ Ress=κ+1 ζ(s)ζ(s− κ)
xs

s
=
ζ(κ+ 1)

κ+ 1
xκ+1

となることが分かる.
∑

n≤x n
κ ∼ xκ+1/(κ + 1)に注意すれば, ζ(κ + 1)nκ+1が σκ(n)

に対する average orderとなることが分かる.

3 σκ(n)に対するminimal order

引き続き κ > 0とする.1 このとき, σκ(n)に対するminimal orderも容易に求める

ことができる. まず, 任意の n ∈ Z≥1に対し, nは nの約数なので, σκ(n) ≥ nκが成り

立つ. よって,

lim inf
n→∞

σκ(n)

nκ
≥ 1 (3.1)

1この仮定を置いている理由は, average orderを考えているときとはやや異なることに注意する.

average orderを考えているときは κ > 0と κ = 0, κ < 0で状況が変化するので, 説明を簡潔にするた
めに κ > 0に限った. 一方, maximal orderおよび minimal orderを考えるとき, σκ(n) = nκσ−κ(n)

に注意すると, κ > 0の場合と κ < 0の場合を考えるのは同等である.
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が成り立つ. 一方, 素数 pに対し, σκ(p)/p
κ = 1 + p−κ → 1(p → ∞)なので, (3.1)の

逆側の不等式も成り立つ. これらを合わせて,

lim inf
n→∞

σκ(n)

nκ
= 1

を得る. 以上により, nκが σκ(n)に対するminimal orderであることが分かった.

4 κ ≥ 1のときのσκ(n)に対するmaximal order

以降,本稿の主題であるσκ(n)に対するmaximal orderについて考える. まず, κ ≥ 1

の場合は次のことが知られている:

定理 1 (Gronwall[4]). κ > 1のとき,

lim sup
n→∞

σκ(n)

nκ
= ζ(κ)

が成り立つ. 即ち, κ > 1のとき, ζ(κ)nκは σκ(n) に対するmaximal orderである.

定理 2 (Gronwall[4]).

lim sup
n→∞

σ1(n)

n log log n
= eγ.

ここで, γ = limN→∞(
∑N

n=1
1
n
− logN)はオイラー定数である. つまり, eγn log log n

は σ1(n)に対するmaximal order である.

κ = 1を境にしてmaximal orderの問題が難しくなることを説明するため, 上記定

理の証明に少々言及したい. まず, σκ(n)は乗法的である, つまり gcd(m,n) = 1 のと

き σκ(mn) = σκ(m)σκ(n)だから,

σκ(n)

nκ
=

∏
pe||n

σκ(p
e)

pκe
=

∏
p|n

(1− p−κ)−1
∏
pe||n

(1− p−κ(e+1)). (4.1)

κ > 1のとき, (4.1)と ζ(s)のオイラー積表示より,

n−κσκ(n) ≤ ζ(κ)

が分かる. あとは n−κ
k σκ(nk) → ζ(κ)(k → ∞) となる列 {nk}を構成すればよい. そ

のためには, k → ∞のとき,

(1)
∏

p|nk
(1− p−κ)−1 → ζ(κ),
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(2)
∏

pe||nk
(1− p−κ(e+1)) → 1

の二つが同時に成り立つような列 {nk}を見つければよい. そこで, pj を j番目の素

数とし, nk = (p1p2 · · · pk)k−1と定める. このとき, (1)が成り立つことは容易に分か

る. また, ∏
pe||nk

(1− p−κ(e+1)) =
k∏

j=1

(1− p−κk
j )

より,

(1− 2−κk)k ≤
∏
pe||nk

(1− p−κ(e+1)) ≤ 1

である. k → ∞のとき (1− 2−κk)k → 1だから, (2)も成り立つことが確認できる. 以

上より, 定理 1が分かった.

次に, (以下の議論ではうまく行かないのだが) 定理 2を定理 1と同じ方法で証明を

試みる. 定理 1と同様, nk = (p1p2 · · · pk)k−1 と取ってみると, k → ∞で

∏
pe||nk

(1− p−(e+1)) =
k∏

j=1

(1− p−k
j ) → 1

が成り立つ. 一方,

∏
p|nk

(1− p−1)−1 =
k∏

j=1

(1− p−1
j )−1 ∼ eγ log pk

である. ここで, Mertensの定理∏
p≤x

(1− p−1)−1 ∼ eγ log x (4.2)

を用いた. さらに, k = |{p ≤ pk : pは素数 }|であることに注意し, 素数定理を用いる

と, log pk ∼ (log log nk)/2が分かる. これらを (4.1)に適用することで,

lim
k→∞

σ1(nk)

nk log log nk

=
eγ

2

を得る.

以上の議論では

lim sup
n→∞

σ1(n)

n log log n
≥ eγ

2
(4.3)

しか得られず, 上の {nk}では定理 2に到達することができない. 上の議論でうまく

行かなかった理由は, log pkを (nkの大きさで測ったとき) やや小さかったからであ

る. κ > 1の場合, オイラー積
∏

p(1− p−κ)−1が収束する. そのため,
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• 式 (4.1)の最後の積が n = nkで k → ∞ のとき 1に近づき,

• 素数からなる任意の有限集合 P に対し k0 = k0(P)が存在して, k ≥ k0のとき

P ⊂ {p :素数 : p|nk}が成り立つ

ように {nk}を構成すればよかった. しかし, κ = 1を境にオイラー積が収束しなくな

るため, オイラー積が (nkの大きさで測ったときに)多くの素数 pを走るように {nk}
を選ぶ必要が出てくるのである.2

約数関数 σκ(n)のmaximal orderと関連する性質は, リーマンゼータ関数の零点と

結びつくことがある. 次はリーマン予想を初等的な不等式で言い換える例として有名

である.

定理 3 (Robin[12]). n > 5040(= 7!)なる任意の自然数 nに対し

σ1(n) < eγn log log n (4.4)

が成り立つことと, リーマン予想は同値である.

注意. Lagarias[6]は不等式 (4.4)をオイラー定数 γを用いないものに置き換えること

を考え, リーマン予想は,

σ1(n) ≤ Hn + exp(Hn) logHn

が任意の n ∈ Z≥1 に対し成り立つことと同値であることを示した. ここで, Hn =∑n
j=1

1
j
は調和数である.

5 主結果

本節では, 1/2 ≤ κ < 1のときの σκ(n)に対するmaximal orderについて, 証明でき

た結果を述べる.

定理 4. κ ∈ (1/2, 1)とする. もしRe(s) > κで ζ(s) ̸= 0が成り立つならば,

lim sup
n→∞

σκ(n)

nκ exp[Li((log n)1−κ)]
= −ζ(κ)

が成り立つ. ここで, Li(x)は次で与えられる対数積分である:

Li(x) := lim
δ↓0

(∫ 1−δ

0

+

∫ x

1+δ

)
du

log u
.

2κ = 1 の場合, 例えば nk = (p1 · · · pk)[100 log k] と変更すると, 式 (4.3) の eγ/2 を eγ に置き換
えることができ, 定理 2 を半分示せたことになる. あとは式 (4.1) に立ち返り, 式 (4.2) を用いると∏

p|n(1− p−1)−1 ≤ eγ log log n(1 + o(1)) (n → ∞)を示すことができ, 定理 2が分かる.
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定理 5. リーマン予想が正しいと仮定する. この時, 次が成り立つ:

lim sup
n→∞

σ1/2(n)

n1/2 exp[Li((log n)1/2)]
= − 1√

2
ζ(1/2).

上の主張について, まず歴史的な経緯を述べる. これらの結果は Ramanujanによ

り発見されたものであり, 論文 [8]の最初の版には含まれていた結果である. しかし,

[11, p.339]に書いてあるとおり, 上記結果を含む一部分は論文から削除された. その

後, 削除された部分の原稿が 1980年代に発見され, 1988年にファクシミリ版 [9]が出

版された. その後, Nicolasと Robinによる注記が付されたタイプセット版 [10]が出

版されている. また, [3, 10章]には [10]に若干の修正を加えたものが掲載されている.

なお, 論文 [8]に掲載された部分では, 通常の約数関数 d(n) = |{d ∈ Z≥1 : d | n}|に対
するmaximal order が主として扱われている. これについては, Nicolasによるサー

ベイ [7]を参照されたい.

上で述べたとおり, 定理 4および定理 5 はRamanujanにより見出されていたもの

である. しかし, 文中に現れる積分の積分区間が明記していなかったりして, 論文の

議論を追うのが (少なくとも本稿の筆者にとっては)困難である. また, リーマン予想

を仮定して得られた結果と考えられているようであるが, 何を仮定して得られた結果

であるか, ということは [10]には明記されていない. そのため, 証明できることを整

理して紹介させていただいている次第である.

次に, 定理 4と定理 5に関連する数学的な事柄について説明する. log σκ(n)に対す

るmaximal orderについては, 0 < κ < 1に対し,

lim sup
n→∞

log(σκ(n)/n
κ)

(log n)1−κ/ log log n
=

1

1− κ

が成り立つことが知られている (Gronwall[4, p.122]). Gronwallの結果は, n → ∞の
とき

log
σκ(n)

nκ
≤ 1

1− κ

(log n)1−κ

log log n
+ o

(
(log n)1−κ

log log n

)
(5.1)

が成り立ち, さらにn = nkのとき上の不等式が等式となるような無限列 {nk}がある,

ということを言っている. 一方, 定理 4で対数を取ってみると, 1/2 < κ < 1のとき,

log
σκ(n)

nκ
≤ Li((log n)1−κ) + log(−ζ(κ)) + o(1)

が成り立ち, さらに不等式が等式となる列 {nk}があると言っている. Li(x) ∼ x/ log x

に注意すると, 定理 4(および定理 5) は, Gronwallの結果 (5.1)の誤差の部分を, 条件

付きではあるものの, 定数項まで分かるように精密にしたもの, ということができる.
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6 定理4, 定理5の証明の概略

証明は, 大きく分けて次の二つからなる:

(1) σκ(n)/n
κが大きくなるような列 {nk} を構成する.

(2) (1)で構成した列について, k → ∞のときの σκ(nk)/n
κ
kの挙動を調べる.

まず, (1)から説明する. まず, Ramanujan[8]により導入された, 約数関数 d(n) =

|{d ∈ Z≥1 : d | n}|についての二つの概念を復習する.

定義 1 (highly composite number). N ∈ Z≥1が highly composite numberであると

は, 1 ≤ n < N なる任意の n ∈ Zに対し, d(n) < d(N)が成り立つことと定義する.

定義 2 (superior highly composite number). ε > 0とする. N ∈ Z≥1がパラメータ ε

に対する superior highly composite numberであるとは, 任意の n ∈ Z≥1に対し,

d(n)

nε
≤ d(N)

N ε

が成り立つことと定義する.

Nが適当な ε > 0をパラメータとする superior highly composite number であると

き, Nはhighly composite numberであることはすぐに分かる. また, highly composite

numberは約数関数 d(n)を大きくするような nの候補となるものということは理解

しやすい. 一方, 明示的に求めやすいのは superior highly composite numberの方で

ある. 実際, ε > 0を固定したとき n−εd(n) → 0(n → ∞) であることに注意すると,

パラメータ εに対する superior highly composite numberは存在する. また, d(n)は

乗法的であることから,

d(n)

nε
=

∏
pe||n

d(pe)

peε
=

∏
pe||n

e+ 1

peε

である. よって, 素数 pを固定したとき, (e+1)/peεを最大にする e ∈ Z≥0を決めれば

よく, これは容易に求めることができる. 以上を踏まえると, d(n)が大きくなるよう

な列を明示的に構成するとき, superior highly composite numberは有用であると考

えられる.

σκ(n)/n
κが大きくなるような列の候補を構成するため, superior highly composite

numberの方を一般化して用いることとする:
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定義 3 (κ-superior highly composite number). κ > 0, ε > 0とする. N ∈ Z≥1がパラ

メータ εに対する κ-superior highly composite numberであるとは, 任意の n ∈ Z≥1

に対し,
σκ(n)

nκ(1+ε)
≤ σκ(N)

Nκ(1+ε)

が成り立つことと定義する.

この概念は本質的にRamanujan[10, §59]により導入され, [10]では generalised su-

perior highly composite numberと呼ばれている. また, Alaoglu–Erdős[2, §3]は 1-

superior highly composite numberを collosally abundant numberと呼び, 考察を行っ

ている.

前に説明した superior highly composite numberを明示的に決める方法と同様に考

えることで, 次のように κ-superior highly composite numberを明示的に決めること

ができる.

補題 4. κ > 0, ε > 0とする. λp(ε) = λ
[κ]
p (ε)を

λp(ε) = log

(
pκ(1+ε) − 1

pκ(pκε − 1)

)/
log(pκ) (6.1)

で定める. このとき,

N =
∏
p

pEp

がパラメータ εに対する κ-superior highly composite numberであるための必要十分

条件は, 各素数 pに対し次を満たすことである:

• λp(ε) ̸∈ Zの場合, Ep = [λp(ε)] が成り立つ.

• λp(ε) ∈ Zの場合, Ep = λp(ε) またはEp = λp(ε)− 1が成り立つ.

次に, 本節の冒頭で述べた (2)について説明する. 以下, λp(ε)を式 (6.1)で定め,

M =M(ε;κ) =
∏
p

p[λp(ε)]

とおく. このとき, ε ↓ 0を考えることで, κ-superior highly composite numberからなる

列を作ることができる. これをσκ(n)/n
κに代入して多少の考察を行うと, 1/2 < κ < 1

の場合は ε ↓ 0のとき

σκ(M)

Mκ
= (1 + o(1))

∏
p≤x

(1− p−κ)−1,
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κ = 1/2の場合は

σ1/2(M)

M1/2
= (1 + o(1))

∏
p≤x

(1− p−1/2)−1
∏

y<p≤x

(1− p−1) (6.2)

の型の漸近式を得る. ここで xと yの正確な定義は省略するが, κと ε により決まる

数で, ε ↓ 0のとき漸近式

logM = θ(x1/κ) +O(x1/(2κ)), y ∼
√
2x,

ただし θ(X) =
∑

p≤X log p, を満たすものである. これにMertensの定理 (4.2)および

筆者による下記の結果 [1, Corollary 4.5, Proposition 5.1]を適用することにより,3 定

理 4および定理 5が得られる.

補題 5. 1/2 ≤ κ < 1とし, Re(s) > κに対し ζ(s) ̸= 0 が成り立つと仮定する. この

とき, X → ∞で次が成り立つ:

∏
p≤X

(1− p−κ)−1 ∼ −ζ(κ) exp[Li(θ(X)1−κ)]×

1 1/2 < κ < 1のとき,
√
2 κ = 1/2のとき.

以上で証明の概略について説明を終える. なお, 定理 4と定理 5では 1/
√
2だけず

れているが, それは以下の理由から生ずるものである. 補題 5により式 (6.2)の右辺

の一つ目の積については
√
2が余分に現れ, Mertensの定理により右辺の二つ目の積

から 1/2が現れる. 合わせると 1/
√
2だけずれる, ということである. なお, 式 (6.2)

の第二の積は, 式 (4.1)の
∏

pe||n(1 − p−κ(e+1))から現れることに注意する. この項は

κ > 1/2では無視できた部分であり, κ = 1/2で状況が変化していると見ることがで

きる.
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