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3次元の極小モデルプログラムが完成して四半世紀が経ち，一般次元のフリップの存在をはじめ

として，高次元の極小モデル理論は大きく発展した．それと並行して極小モデル理論を応用するこ

とにより，3次元の双有理幾何が明示的に研究されてきた．このようにして解明された 3次元の双

有理幾何の様子を，極小モデルプログラムの手順に沿って解説する．

基礎体は複素数体 Cとする．=次元空間 C= の原点における解析的近傍を > ∈ D= で表す．

1 極小モデルプログラム

曲面の極小モデル理論の復習から入る．( を滑らかな射影的曲面とする．( を一点を中心に爆発

させて新しい曲面を得る操作は ( の双有理幾何においては本質的ではない．爆発で得られる曲線

は (−1)-曲線であり，逆に任意の (−1)-曲線は Castelnuovoの収縮定理によって収縮される．そこで

(−1)-曲線の収縮 ( → ) によって ( を ) で取りかえる操作を繰り返すと，Picard 数の減少により

有限回の操作ののちに (−1)-曲線を持たない曲面に到達する．その曲面 ( は次のいずれかである．

• ( は極小モデル．すなわち標準因子  ( がすべての曲線 � と非負の交叉数 ( ( · �) ≥ 0を持つ．

• ( は曲線上の P1 束であるか，射影平面 P2 と同型．前者では P1 束の底曲線を �とおき，後者で

は � = Spec Cとおくことで，− ( が相対的に豊富なファイバー構造 ( → �が入る．

到達先が極小モデルとファイバー構造のどちらになるかは，標準因子  ( が擬有効かどうか，すな

わち有効因子の極限と数値的同値かどうかという ( の性質から決まる．

曲面の極小モデル理論の高次元化において問題となるのが特異点である． (−1)-曲線の収縮は反

標準因子 − - が相対的に豊富な写像 - → . として一般化されるが，もとの - が滑らかであっ

ても . もそうであるとは限らない．例えば 3 次元空間の芽 > ∈ C3 を位数 2 の巡回群 Z2 の作用

(G1, G2, G3) ↦→ (−G1,−G2,−G3) で割って得られる商特異点 > ∈ . = C3/Z2 の原点を中心とする爆発

c : - → . を考えると，- は滑らかで − - は相対的に豊富である．. の標準因子  . は 2倍する

と Cartier になるWeil 因子であり，例外因子 � に対して  - = c∗ . + (1/2)� となる．一般に Z

を 1 の原始 A 乗根として > ∈ D
= の巡回群 ZA の作用 (G1, . . . , G=) ↦→ (Z

01G1, . . . , Z
0=G=) (08 ∈ Z)

による商を > ∈ D
=/ZA (01, . . . , 0=) と書き 1

A
(01, . . . , 0=) 型の商特異点と呼ぶ．上の特異点 > ∈ .

は 1
2 (1, 1, 1) 型である．

1
2 (1, 1, 1) 型の特異点 > ∈ . においては爆発 c : - → . がその特異点解消であり，標準因子の

比較  - = c∗ . + (1/2)� における � の係数 1/2 が正であることが − - の相対豊富性を担保し

ている．この観察をもとに高次元の極小モデル理論が許す特異点として端末特異点が定義される．

そのような特異点 G ∈ - は標準因子  - が Q-Cartier であること，すなわちある正の整数倍 A -



が Cartier になることが曲線との交叉数を考える上で不可欠である．これを - が Q-Gorenstein で

あるといい，最小の正整数 A を G ∈ - の指数と呼ぶ．このとき引き戻し `∗ - が有理係数の因子

として定義される．正規特異点 G ∈ - が端末的であるとは，Q-Gorenstein であって，特異点解消

` : - ′ → - において例外因子 �8 たちを用いて  - ′ = `
∗ - +

∑
8 38�8 と表したとき，すべての係

数 38 ∈ Qが正であることをいう．

特異点のさらなる障害は，3次元以上では収縮写像 c : - → . が余次元 1で同型となる場合があ

ることである．このとき仮に  . が Q-Cartierならば  - = c∗ . となり − - の相対豊富性に矛盾

する．よって . は Q-Gorenstein にはなりえず  . との交叉数は定義できない．その状況を立て直

す操作が c のフリップ c+ : -+ → . であり，c+ は  -+ が相対的に豊富である余次元 1で同型な写

像として定義される．

極小モデルプログラムでは端末特異点のみを持つ射影代数多様体のうちすべての因子が Q-

Cartier であるものを考える．そのような代数多様体のなす圏を C と書く．与えられた - ∈ C に

対してプログラムは次のように走る．

1  - がネフならば - を極小モデルとして出力する．

2  - がネフでないならば − - が相対的に豊富な収縮写像 c : - → . が存在する．

3 . の次元が - の次元より小さいとき，c は森ファイバー空間と呼ばれ，これを出力する．

4 c が双有理で例外因子を持つとき，c は因子収縮写像と呼ばれる．- を . ∈ C で取りかえて 1

にもどる．Picard数 d(. ) = d(-) − 1は減少する．

5 c が余次元 1で同型なとき，c はフリップ収縮写像と呼ばれる．c のフリップ c+ : -+ → . をと

り，- を -+ ∈ C で取りかえて 1にもどる．Picard数 d(-+) = d(-) は変わらない．

3次元森ファイバー空間は一般ファイバーの次元が 1, 2, 3のときそれぞれ 2次曲線束，del Pezzo

曲面束，Fano多様体である．フリップの存在およびフリップ列の終止性がいえればプログラムが

機能することが Picard 数の推移からわかる．3 次元フリップの終止は Shokurov [86]，存在は森

[67]による．Birkar，Cascini，Hacon，Mckernan [9, 31]は一般次元でフリップの存在を証明し，さ

らに例えば相対次元が 0の設定では，フリップ列の方向を上手に選べば終止することを示してプロ

グラムを機能させた．

2 端末特異点

指数 1の端末特異点 G ∈ - は Gorenstein 特異点である．Reid [77]は 3次元 Gorentein 特異点を

孤立 cDV特異点 (compound Du Val)として特徴付けた．ここで G ∈ - が cDV特異点であるとは，

その一般超平面切断 G ∈ ( が Du Valであることをいう．指数 A が一般の端末特異点 G ∈ - は指数

1被覆 Ḡ ∈ -̄ の商 G ∈ - = -̄/ZA として表される．ここで Ḡ ∈ -̄ も端末的なので，Reidの結果より

半不変関数 b ∈ O-̄ を用いて

G ∈ - = (b = 0) ⊂ D
4/ZA (01, 02, 03, 04)

と記述される．森 [66]はこれが端末特異点となる条件を調べていくつかの型 c�/A, . . . , c�/2に分



類した．最も典型的である cA/A 型の特異点は

G ∈ - = (G1G2 + 5 (G3, G
A
4) = 0) ⊂ D

4/ZA (1,−1, 0, 1) (1, A は互いに素)

と表される．分類の十分性は Kollár，Shepherd-Barron [58]により確認されている．

Reid [78]はこの分類結果を受けて，3次元の双有理幾何の研究を牽引する役目を担うことになる

重要な洞察を行った．指数 1の 3次元端末特異点 G ∈ - の一般超平面切断は Du Valであるが，指

数が一般のときも超平面切断の代わりに − - と線型同値な一般の曲面 G ∈ ( ⊂ - を考えればやは

り G ∈ ( は Du Valであるという洞察である．例えば上の c�/A 型特異点では ( = (G4 = 0) ∼ − -

を考えると G ∈ ( = (G1G2 + 5 (G3, 0) = 0) ⊂ D
3/ZA (1,−1, 0) は �型の Du Val特異点になっている．

彼は反標準因子系 | −  - | の一般元 ( を general elephantと呼び，次の予想を立てた．

General elephant予想 端末的な 3次元代数多様体 - について，反標準因子 − - が豊富となる適

切な状況下では - の general elephant ( は高々 Du Val特異点しか持たない．

3次元双有理幾何が general elephant 予想を解決しながら発展した様子を以下で見ることになる．

3 フリップ

はじめに 3次元フリップの最初の例を挙げる．通常 2重点 > ∈ . = (G1G2 + G3G4 = 0) ⊂ D
4 のイ

デアル (G2, G4) に沿う爆発 - → . およびイデアル (G1, G4) に沿う爆発 -+ → . はともに余次元 1

で同型であり，図式 - → . ← -+ は標準因子に関して中立なフロップとなる．これを Atiyahのフ

ロップと呼ぶ [4]．これを巡回群 Z2 の作用 (G1, G2, G3, G4) ↦→ (−G1, G2, G3,−G4) で割って得られる図

式 -/Z2 → ./Z2 ← -+/Z2 は Franciaのフリップとして知られている [25]．

3 次元フリップ収縮写像は解析的には既約な曲線の収縮たちに分解される．そこで例外集合

c−1 (H) が既約なフリップ収縮写像 c : � ≃ P1 ⊂ - → H ∈ . を考える．川又 [48] はフリップより

も扱いやすいフロップの存在を 3 次元で証明した上で，次のようにフリップの存在をフロップの

存在に帰着させる枠組を与えた．仮に組 (-,)/2) が標準特異点を持つ曲面 ) ∼ −2 - が見つか

れば，) に沿って分岐する - の 2重被覆 ` : -̄ → - をとると分岐公式  -̄ = `∗ ( - + )/2) より

-̄ は標準的である．c : - → . の持ち上げ c̄ : -̄ → .̄ は  -̄ に関して中立なので，そのフロップ

c̄+ : -̄+ → .̄ の商として c のフリップ c+ : -+ → . が得られる．

この設定で general elephant 予想は一般の曲面 ( ∼ − - が Du Valであることを主張するが，そ

のとき逆同伴より組 (-, ( = 2(/() は標準的になる．特に |2( | の一般元 ) に対しても組 (-,)/2)

は標準的なので，川又の枠組により c のフリップが存在する．森 [67]は c の分類とともに general

elephant 予想もしくはよい ) の存在を示してフリップを明示的に構成したのである．なお例外集

合が既約な場合の general elephant 予想はのちの Kollárとの共同研究 [57]で完全に示されている．

分類の手法は埋め込み � ⊂ - の緻密な解析に尽きるが，ここでは着想の本質的な一端を垣間

見るために，- 上の Gorenstein でない特異点は高々 2 個であることを証明する．自然な準同型

O- ( - ) ⊗ O- (− - ) → O- の � への制限

(O- ( - ) ⊗ O�/tors) ⊗ (O- (− - ) ⊗ O�/tors) → O�



を考える．O- ( - ) ⊗ O�/tors は O- ( - ) ⊗ O� をねじれ部分で割った商であり，� ≃ P1 上

のある可逆層 OP1 (B) と同型である．全射 '1c∗O- ( - ) ։ �1(OP1 (B)) と川又–Viehweg 消滅

'1c∗O- ( - ) = 0 により −1 ≤ B である．同様に O- (− - ) ⊗ O�/tors ≃ OP1 (B′) においても

−1 ≤ B′．一方で上の制限写像は Gorenstein でない特異点 ?1, . . . , ?; において全射ではないから，

単射 OP1 (B) ⊗ OP1 (B′) ↩→ O� (−
∑

8 ?8) が誘導される．次数比較より −2 ≤ B + B′ ≤ −;，すなわち

; ≤ 2．

4 点への因子収縮写像

3次元因子収縮写像の例外因子は曲面なので，それは点か曲線に収縮される．まず点に収縮する

写像 c : � ⊂ - → H ∈ . を考える．� = c−1 (H) が例外因子である．関係式  - = c∗ . + 3� に現

れる � の係数 3 は食違い係数と呼ばれ，端末特異点 H ∈ . の指数 = とあわせて c の基本的な数値

的不変量である．食違い係数 3 は =3 ∈ Zとなる正の有理数である．

収縮先が商特異点，通常 2重点のときの川又 [50]，Corti [21]の結果，および食違い係数が 1以下

のときの早川 [33, 34]の研究ののち，私は因子収縮写像 c の系統的研究を行った [42, 43, 44, 45]．

相対的に豊富な因子 −� が定める次数付き O. 代数 R =
⊕

8∈N c∗O- (−8�) によって - = Proj. R

と表される．私の手法は R を数値的情報 38 = dim c∗O- (−8�)/c∗O- (−(8 + 1)�) から回復させる

ものである．消滅定理 '1c∗O- (−8�) = 0より適当なコンパクト化ののちに

38 = j(O- (−8�)) − j(O- (−(8 + 1)�))

であり，Euler標数の差である右辺が Reidによる次の特異点版 Riemann–Roch 公式 [78]により計

算される．

一般に 3次元端末特異点は商特異点たちの集合に変形されるので，- 上の特異点たちを変形して

商特異点の集合 { 1
A8
(1,−1, 18)}8∈� が得られる．これを - のかご (basket)と呼ぶ．- 上のQ-Cartier

因子 � は各点で � ∼ 48 - と表される．このとき Euler標数 j(O- (�)) は通常の Riemann–Roch

公式による値 � (� −  - ) (2� −  - )/12 + �22 (-)/12 + j(O- ) と - のかごの貢献
∑

8∈� 28 (�) の

和となる．各貢献項 28 (�) は A8, 18 , 48 を用いて明示的に表示される．

結果として c は数値的に通常型 o1, o2, o3と 15個の例外型 e1, . . . , e16 (e4は存在しない)に分

類され，すべて例を持つ．この数値的分類から R を復元して c の幾何的分類を導く際に - 上の

general elephant 予想が必要となり，それを証明した．幾何的な分類は以下にまとめられる．

定理 例外因子が点に収縮する 3次元因子収縮写像 c : � ⊂ - → H ∈ . は，食違い係数が非常に小

さい場合を除き，適当な表現

H ∈ . = ( 5 (G1, . . . , G5) = G5 + 6(G1, . . . , G4) = 0) ⊂ D
5/ZA

のもとで重み付き爆発である．

ここで H ∈ . はつねに D
4/ZA に埋め込めるが，c を記述する際には D

5/ZA への埋め込みが必要

になる場合が生じる．食違い係数が非常に小さい場合は例外因子の候補が計算可能な程度に絞られ

るので，上の結果は実用上満足いくものである．



5 曲線への因子収縮写像

次いで例外因子が曲線に収縮する 3次元因子収縮写像 c : � ⊂ - → � ⊂ . を考える．この場合

c は曲線 � 上の一般の点の近くでは � を中心とする爆発である．特に � ⊂ . が与えられたとき c

は存在すれば一意であり， - = c∗ . + � である．次数付き代数 R =
⊕

8∈N c∗O- (−8�) による

表現 - = Proj. R において 8 次部分 c∗O- (−8�) は � を定めるイデアル I ⊂ O. の 8 次記号べき

I (8)
= I 8O. ,[ ∩O. に等しい．ただし [は � の生成点．よって c が存在すればI の記号べき代

数S =
⊕

8∈N I (8) は有限生成であり，- は, = Proj. S と . 上同型になる．

- 上の general elephant 予想は � を含む . 上の一般の曲面 ( ∼ − . が Du Valであることを意

味する．この性質を � ⊂ . について仮定するとき，記号べき代数 S =
⊕

8∈N I (8) は有限生成で

, = Proj. S は標準特異点を持つことがわかる．この下では, → . が因子収縮写像の唯一の候補

であるから，解析的な芽 H ∈ � ⊂ ( ⊂ . から出発して定まる, がさらに端末的かどうかを決定す

ることが問題となる．

この問題について Tziolas [90, 91, 92] と Ducat [23] による研究が挙げられる．Tziolas は . が

Gorensteinで � が滑らかな曲線の場合を考えた．出発点である Jaffe [41]による芽 H ∈ � ⊂ ( の分

類はMcKay対応と関連する．いくつかの場合，, は適当な表示における重み付き爆発として記述

される．例えば Du Val特異点 H ∈ ( が最も基本的な �1 型のとき，表示

H ∈ � = (G1軸 ) ⊂ . = (G1G2 + G
2
3 + G

=
4 = 0) ⊂ D

4

によって, → . は重み (0, 2, 1, 1) 付きの爆発であり，, はつねに端末的である．

一方で Ducat は . が滑らかな場合を一般的に考えた．� が局所交叉のときの構造は直ちに分か

るのでそうでないとする．このとき O. 加群としての O� の射影的分解が Eisenbud [24]による行

列分解を用いて記述できて Jaffeの分類に呼応する分類を持つ．Ducatは � を中心とする . の通常

の爆発からはじめて Papadakis，Reid [74] の unprojection によりモデルを取りかえてゆき最終的

に , に到達した．例えば H ∈ ( が �1 型のとき , は重み付き射影空間 P(1, 1, 1, 2) との直積への

埋め込み , ⊂ . × P(1, 1, 1, 2) を持つ．さらに , が端末的であるための必要十分条件は H ∈ � の

重複度が 3であることである．

6 Sarkisovプログラム

例えば射影空間 P= は自明な束 P< × P=−< → P< の全空間と双有理であるように，一般に森ファ

イバー空間は双有理的には多くの構造を持ちうる．Sarkisovプログラムは二つの森ファイバー空間

-/(，./) の全空間に双有理射 - d . が与えられたとき，それを基本的なリンクたちに分解する．

このプログラムは有理性問題における次の重要な結果の証明をもとに定式化された [19, 32, 82]．

定理 (Iskovskikh–Manin [40]) 滑らかな 3次元 4次超曲面 -4 ⊂ P4 は有理的ではない．

Iskovskikh とManinは実質的に - を森ファイバー空間 - → Spec Cとみて，それが他の森ファ

イバー空間. → ) と双有理的につながらないことを証明して非有理性を示した．つまり -/Spec C

は森ファイバー空間の圏において有理性と対極の性質である双有理超剛性を有することを証明した

のである．



定義 c : - → ( を森ファイバー空間とする．もう一つの森ファイバー空間 i : . → ) (c と同じ

でもよい) と全空間の双有理射 5 : - d . が任意に与えられたときに，ある - の自己双有理射

f : - d - と底空間の双有理射 6 : ( d ) が存在して，生成ファイバーの同型 - ×( [( ≃ . ×) [)

を導く可換図式

- .

( )

5 ◦f

c i

6

をつくるとき，c は双有理剛的であるという．さらに f としてつねに - の恒等写像を選べるとき，

c は双有理超剛的であるという．

代数多様体が有理的かどうかを調べることは基本的な問題である．有理性から順に安定有理性，

単有理性，有理連結性，単線織性へと概念が拡がり，最後の単線織性は数値的な判定が可能である

[10, 65]．曲面に対しては有理性から有理連結性まで同値であるが，3 次元以上では最初の 3つは

すべて異なり [3, 5, 18]，単有理性と有理連結性も異なるであろうと予想されている．

7 2次曲線束

3次元多様体からの 2次曲線束 c : - → ( に対してはフリップ収縮写像の議論の多くが解析的な

芽 B ∈ ( の上で通用する．大きな違いは相対次元が正のために '1c∗O- ( - ) が消滅するとは限ら

ないことである．それでも森，Prokhorov [68, 69, 70]は c−1 (B) が既約すなわち c−1 (B) ≃ P1 の場

合に - 上の general elephant予想を証明して近傍 c−1 (B) ≃ P1 ⊂ - → B ∈ ( を分類した．帰結とし

て底曲面 ( は �型の Du Val特異点しか持たないという Iskovskikh の予想を得た．

2次曲線束 c : - → ( は伝統的には生成ファイバーを変えずに標準 2次曲線束に取りかえて研究

される [81]．すなわち c は滑らかな射影代数多様体間の相対次元 1の平坦射で，− - は相対的に

豊富，相対 Picard数 d(-/() = 1である．c は ( 上階数 3の局所自由層 c∗O- (− - ) のつくる P2

束に埋め込まれ，退化域が判別因子 Δ ⊂ ( として定まる．- が有理的ならば ( もそうなので，有

理性問題では ( は有理的であると仮定する．この下で Shokurov [85]と Iskovskikh [38]は - の有

理性を ((,Δ) で判定する予想を立て，- が有理的ならば線型系 |2 ( + Δ| は空であると予想した．

これは ( が射影平面または Hirzebruch 曲面のとき，つまり森ファーバー構造を持つときに証明さ

れている [85]．

判別因子は一般の 2次曲線束 c : - → ( に対しても定義できる．2 ( + Δに擬有効でない  ( を

加えて 4 ( + Δをつくる．Sarkisov [80, 81]は 4 ( + Δがなお擬有効ならば c は双有理超剛的であ

ることを証明した．

8 Del Pezzo曲面束

Del Pezzo 曲面束 c : - → � の生成ファイバー -[ = - ×� [ は � の関数体上の del Pezzo 曲面

であり，その次数 3 =  2
-[

(1 ≤ 3 ≤ 9) が基本的な不変量となる．標準 2 次曲線束のように，生

成ファイバー -[ を変えずに c をよい del Pezzo 曲面束で取りかえる問題を考える．- が 3 次元

のときは曲線の代数的な芽 1 ∈ � の上で考えればよい．Corti [20]は 3 ≥ 3 のとき，全空間 - が



Gorenstein でファイバー � = - ×� 1 が整である del Pezzo 曲面束を -[ の標準モデルと呼び，そ

の存在を証明した．� の非常に豊富な因子 − � による P3 への埋め込みは延長されて，埋め込み

- ⊂ P3 × �を持つ．なお 3 = 2, 1のときは � が整ならば � はそれぞれ P(1, 1, 1, 2), P(1, 1, 2, 3) へ

埋め込まれるが，Abban，Fedorchuk，Krylov [1]は変数を一つ増やしてそれぞれ P(1, 1, 1, 2, 2) × �,

P(1, 1, 2, 3, 3) × �へ埋め込まれる -[ のモデル -/�の存在を証明した．

よいモデルの存在は - 上の general elephant予想と関連しており，general elephant予想について

は Hacking，Prokorov [29, 75]により � = - ×� 1 が対数的端末特異点を持つ場合に示されている．

一般にはファイバー � は重複度 <を持ち，素因子 %を用いて � = <%と表される．森，Prokhorov

[71]は特異点版 Riemann–Roch公式を用いて重複度 < が 6以下であることを示した．

Del Pezzo曲面束 c : - → P1 の次数 3 が 5以上ならば - が有理的であることはよく知られてい

る．3 = 4のとき Alexeev [2]は c から標準 2次曲線束へのリンクを構成して - の有理性を位相的

Euler 標数 j(-) が 0, −4, −8のいずれかであることで特徴付けた．最終的な完成は Shramov [87]

による．3 が 3以下のときは双有理剛性が調べられ，Pukhlikovは  2 条件を，Grinenkoは  条件

を提唱した．

K2 条件  2
-
は - の曲線が生成する錐 NE(-) ⊂ #1(-) の内部に属さない．

K条件 − - は - の可動因子が生成する錐Mov(-) ⊂ #1(-) の内部に属さない．

 2 条件から  条件が従うことは簡単にわかる．以下では - は滑らかとする．Pukhlikov [76] は

3 = 2のとき c が  2 条件をみたせば双有理剛的，3 = 1のとき  2 条件をみたせば双有理超剛的で

あることを証明した．Grinenko [27, 28]は 3 = 1のとき，c が  条件をみたすことと双有理超剛

的であることは同値であることを証明した．

9 Fano多様体

Fano多様体 - は一般の 2点が有理曲線で結ばれる有理連結多様体である．- が滑らかなとき，

Campana [11] と Kollár，宮岡，森 [54, 55, 56] は 2 点をいくつかの有理曲線の鎖で結び，それに

有理曲線を付加して変形することで 1 本の有理曲線 � で結んだ．この曲線の − - に関する次数

(− - · �) を抑えることによって，滑らかな Fano多様体たちの族の有界性が得られる．

有界性を特異点付きの Fano多様体に対して示したのが Birkar [7, 8]である．正の実数 Y を固定

するとき，Fano多様体のうちすべての上空の因子が対数的食違い係数 Y 以上を持つものは有界な

族をなすという BAB予想 (Borisov–Alexeev–Borisov) を証明した．ちなみに Y の仮定を外して単

に対数的標準な Fano多様体を集めると双有理な意味でも有界にはならない．Lin [61]が構成した

とおり，次数 2= + 3の判別因子 Δ= を持つ標準 2次曲線束 -= → P2 からの収縮写像 -= → .= で得

られる Fano多様体 .= について，それらが双有理的に有界であれば = ≥ 5における -=/P
2 の双有

理超剛性により Δ= の算術種数 ?0 (Δ=) = (= + 1) (2= + 1) も上から抑えられるはずだからである．

滑らかな 3 次元 Fano 多様体 - は del Pezzo 曲面の 3 次元版として豊かな研究対象であり，特

に Picard 数 1 のものは Iskovskikh [36, 37, 39] によって明示的に分類されている．向井 [72] によ

るベクトル束を用いた記述は双正則的である．Iskovskikh の分類の前提は Shokurovによる general

elephant 予想の解決 [83] と適切な下での直線の存在 [84] である．Fano 多様体に対する general



elephant 予想は最も大域的な主張であり，Gorenstein 性を外すと反例が出てくる．反標準因子系

| −  - | が空になる例や，それが唯一の元 ( ∈ | −  - | を持ち，( が楕円特異点を持ったり正規でな

かったりする例が知られている [35, 79]．

Corti，Pukhlikov，Reid [22]は Iskovskikh，Maninの結果を大幅に拡張して，重み付き射影空間の

一般の超平面 - ⊂ P(1, 01, 02, 03, 04) として実現される 3次元 Fano多様体は双有理剛的であるこ

とを示した．Fano多様体の双有理剛性と K安定性との関係は目下さかんに研究されている対象で

ある．Fano 多様体の K 多重安定性と Kähler–Einstein 計量を持つことは同値であるという Yau，

Donaldson，Calabiの予想は近年 X. Chen，Donaldson，Sun [17]によって解決され，特異点を持つ

場合へと拡張されている [6, 60, 62]．Stibitz，Zhuang [88]によれば，有理的な対数的標準閾に相当

する U不変量が 1/2以上である双有理超剛的な Fano多様体は K安定であり Kähler–Einstein 計量

を持つ．Cheltsov [12]と Kim，岡田，Won [52]により上の Fano多様体 - ⊂ P(1, 01, 02, 03, 04) の

U 不変量は 1/2以上であることが確かめられ，それが双有理超剛的ならば Kähler–Einstein 計量を

持つ．

10 極小モデル

双有理同値な極小モデルたちは森ファイバー空間とは対照的に多くの性質を共有する．二つの

極小モデル -，- ′ の双有理射 - d - ′ は余次元 1 で同型であり，川又 [51] はそれがフロップ

の有限列に分解されることを見た．Kollár [53] はさらに 3 次元フロップ - → . ← -+ は解析

的に対合 (involution) を用いて記述されることを観察した．特に - と -+ の解析的特異点集合は

等しい．例として前述の Atiyah のフロップを考える．. = (G1G2 + G3G4 = 0) 上で c : - → . と

c+ : -+ → . はそれぞれイデアル (G2, G4) と (G1, G4) に沿う爆発であった．このとき c+ は G1 と G2

の交換 (G1, G2, G3, G4) ↦→ (G2, G1, G3, G4) で定まる . の対合 ] : . → . による合成 ] ◦ c : - → . で

ある．

極小モデル - における重要な問題はネフ標準因子  - が半豊富であることを主張するアバンダ

ンス予想である．ここで小平次元 ^ = ^(-) と数値的小平次元 a = a(-) を導入する．小平次元 ^

は十分大きく割り切れる整数 ; に対して線型系 |; - | が定める有理写像 i; : - d P�0 (O- (; - ))

の像 i; (-) の次元であり，数値的小平次元 a は  a
-
が数値的に非自明であるような最大の整数で

ある．アバンダンス予想は川又 [46]，中山 [73]，Lai [59]らの仕事により次の二つの主張に帰着さ

れている．

• ^ ≥ 0．

• a ≥ 1ならば ^ ≥ 1．

3次元の場合は前者は宮岡 [64]により，後者は a = 1のとき宮岡 [63]，a = 2のとき川又 [49]によ

り示されている．a = 3から ^ = 3が従うことは一般論による．

アバンダンスは滑らかな極小モデル - に対して ; - が自由になる正の整数 ; の存在を主張する

が，そのような ; を上から抑えられるかどうかは興味深い問題である．^ が次元に等しいときは

Hacon，McKernan [30] および高山 [89] により正しい．3 次元に限れば ^ = 0, 1, 2 のときそれぞ

れ川又 [47]，藤野，森 [26]，Viehweg，Zhang [93]により示されて有界性は完成している．次の問



題は ; を明示的に抑えることである．J. A. Chen，M. Chen [13, 14, 15, 16]は 3次元極小モデル -

において ^ = 3 ならば ℎ0 (O- (12 - )) ≥ 1，ℎ0 (O- (24 - )) ≥ 2であり，すべての ; ≥ 57 に対し

て ; - の定める有理写像 i; が双有理的であることを特異点版 Riemann–Roch公式を用いて証明し

た．現在知られている最も悪い例は 46次超曲面 -46 ⊂ P(4, 5, 6, 7, 23) であり，; = 23ではじめて

i; が双有理的になる．
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