
Algebraic varieties governing root systems, and the

Jacobians of del Pezzo surfaces

向井 茂 (Mukai, Shigeru)

平面 3次曲線
C : F3(x, y, z) = 0 ⊂ P2 (1)

のWeierstrass標準型は、定義式

F3 =
∑

i+j+k=3

aijkx
iyjzk

の 4, 6次不変式*1S, T を用いて

y2 = 4x3 + 108S(a)x− 27T (a) ⊂ P(1 : 2 : 3) (2)

で与えられる（[9]）．これは、斉次座標で (z : x : y) = (0 : 1 : 1)を原点とする楕円曲線
で、種数 1曲線 C の Jacobianとも呼ばれる．一つの場合（§5）を例外として、del Pezzo
曲面 Sd は射影平面 P2 を爆発 (blow up)して得られるので、反標準線形系 | −KS | ⊂ |3h|
の元（種数 1曲線）の Jacobianの全体は (d+ 2)次元荷重射影空間 P(1d+1 : 2 : 3)内の
6次超曲面

y2 = 4x3 + 108S(z)x− 27T (z) (3)

をなす．この 6 次超曲面を del Pezzo 曲面 Sd の簡約 Jacobian と呼び、JacSd で表す．
また、点

(z0 : · · · : zd : x : y) = (0d+1 : 1 : 1)

で爆発した多様体は Pd
(z) を底空間とする楕円曲線族である．これを J̃acSd → Pd で表す．

ここでは、d ≤ 6の場合に、JacSd や J̃acSd の特異点解消を具体的に記述する．

*1 S(a) = 0, T (a) = 0は、それぞれ、C が位数 3, 4の虚数乗法をもつことを特徴付ける．
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定理 1 (d ≤ 6) (1) Sd の簡約 Jacobianは次の (d+1)次元有理多様体*2を特異点解消に
もつ．

d 1 2 3 4 5 6

JacSd S1 Bl7 P3 Bl6 P2 × P2 Bl4 G(2, 5)’ Bl4 G(2, 5) Bl2 D3

ルート系 E8 E7 E6 D5 A4 A2 +A1

ただし、G(2, 5) ⊂ P9 は 6 次元 Grassmann 多様体で、G(2, 5)’はその特異超平
面切断の小特異点解消（注意 4）、D3 は P(Mat3×3 C) = P8 内の行列式 3 次超曲面
D̄3 : det(xij) = 0の特異点軌跡 Sing D̄3 = P2 × P2 を中心とする爆発である．
(2) JacSd は拡大 Dynkin図形 (E9−d, adj)（Kanev[4, §4]）を統制する (d+ 1)次元代

数多様体である．

Sd とその上の直線配置は拡大 Dynkin 図形 (E9−d, std) を統制する（§1）．追加頂点は
E9−d の右端に付く．これに対して、(E9−d, adj), d = 2,−, 6, の追加頂点 × は次のとお
りである．
(E7, adj)は左端に付く．

× ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦

(E6, adj)は下端に付く．

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦

×

◦ ◦ ◦ ◦

× ◦

(D5, adj)

◦ ◦ ◦

× ◦

(A4, adj)

*2 次数 1の del Pezzo (d+ 1)-foldである．−K = dH は nef & bigで (Hd+1) = 1．
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◦ ◦

◦×

(A2 +A1, adj)

以下では、順を追って定理の陳述の意味を説明していく．§1から §4においては、講演
ノートに沿って、解答を見つけるための枠組・背景（主に [5]）について説明した．論理的
には、これらを飛ばして §5に繋がっている．5,6,7次元代数多様体 G(2, 5)’, G(2, 5), D3

の爆発が新種の拡大ルート系を統制している．このような代数多様体が他にもたくさん見
つかることが期待される．第 2 コホモロジー群に面白い 2 次形式の入る高次元多様体と
して、正則 symplectic多様体が知られている (Beauville-Fujiki形式)．主結果は [7]にお
いて報告された．

■用語と規約 代数多様体は、簡単のために、複素数体 C 上で考える．代数多様体 X

の m 点 p1, . . . , pm での爆発を Blp1,...,pm X で表す．また、点の位置を示さない場合は
Blm X と略記する．一つの頂点から長さ p− 1, q − 1, r− 1の 3本の足をもつ Dynkin図
式を Tp,q,r で表す．p = 2, q = 3の場合の T2,3,n−3 は En とも記す．

1 3次曲面と爆発 Bln P2

非特異 3次曲面 S3 ⊂ P3 に対して次のことが知られている．

1. 3次曲面 S3 上には丁度 27本の直線が存在する（Cayley, 1849年）．
2. 27直線の交わり具合（Schläfliグラフ）は 51840(= 72 × 6!)個の対称性をもって
いる．

3. 3 次曲面 S3 は射影平面 P2 の 6 点爆発 (blow-up)Bl6 P2 と同型である．また、上
の対称性は Cremona変換のなす E6 型Weyl群W (E6)の（モノドロミー的）作用
と一致する．

より一般に、射影平面の（一般の位置にある）n点爆発 S = Bln P2 の上の (−1)P1 配置*3

は、Cremona変換のなす En 型ルート系のWeyl群W (En)の対称性をもつ．曲面 S の
第 2コホモロジー群 H2(S,Z)（Picard群と言っても同じ）の標準 Z基底として、

h, e1, . . . , en (4)
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をとる．ただし、hは P2 内の直線の引戻しで、ei ≃ P1 は例外因子である．これらは交点
形式

H2(S,Z)×H2(S,Z) → Z

に関して直交基底をなし、自己交点数は

(h2) = 1, (e21) = · · · = (e2n) = −1 (5)

である．反標準因子（第 1 Chern類）は

−KS = 3h−
n∑
1

ei (6)

に等しい．これの直交補格子 (−KS)
⊥ ⊂ H2(S,Z)は、

e1 − e2, . . . , en−1 − en, h− e1 − e2 − e3 (7)

を基底にもつ．そして、この基底でもって En := T2,3,n−3 型のルート系をなす．

e1 − e2 ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ en−1 − en

◦
h− e1 − e2 − e3

この基底ベクトル（simple root）による鏡映変換

Rα : x 7→ x+ (x.α)α

達でもって生成される群（一般には無限）がWeyl群W (En)である．α = ei−1−eiのとき
は、爆発の中心点の (i−1)番目と i番目の交換から誘導される．また、α = h−e1−e2−e3

のものは、爆発の中心の最初の 3点 p1, p2, p3 を中心とする 2次 Cremona変換

P2 ∋ (x : y : z) · · · → (yz : zx : xy) ∈ P2 (8)

から誘導される．ただし、P2の斉次座標を p1, p2, p3が座標点になるようにとった．Weyl

群W (En)は S 上の (−1)P1 の全体のなす集合に置換として作用している．Dynkin図式
En に、(−1)P1 の代表としての en を付加してえられる次の図式を (En, std)で表す．

*3 自己交点数が −1の非特異有理曲線．伝統的な名称は第 1種例外直線．
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◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ × en

◦
En

(7)と追加ベクトル en は H2(S,Z)全体の Z基底をなしている．

4.（3次曲面に戻る．）S3 ⊂ P3 上の直線と 6点爆発 Bl6 P2 上の (−1)P1 は一対一に
対応している．このおかげで、S3 上の直線 l1, . . . , l27 の配置にWeyl群W (E6)が
作用する．

W (E6) ↷ {l1, . . . , l27}

これを線形化したもの

W (E6) ↷
27⊕
i=1

C[li] =: V

が E6 型単純 Lie環 g(E6)の基本的既約表現の一つ

g(E6) ↷ V

に拡張する．より具体的に、V は、8元数代数 O 上の 3次 Hermite行列のなす例
外型 Jordan代数H3(O)であり、g(E6)はH3(O)の微分、すなわち、（Joordan代
数としての）無限小自己同型全体のなす Lie環である．

■スローガン Bln P2 は、ルート系 En やWeyl 群 W (En) を統制する代数多様体であ
る．より正確には、Bln P2とその上の (−1)P1配置は拡大ルート系 (En, std)を統制する．

2 del Pezzo曲面の Jacobian

代数曲面 S で反標準因子 −KS が豊富なものを del Pezzo 曲面という．また、自己交
点数 d := (K2

S) ∈ Z>0 をその次数 (degree) と呼ぶ．d は 9 以下で、射影平面の n 点爆
発 (blow-up)S = BlnP2、あるいは、P1 × P1 と同型である．ただし、n = 9 − dで、後
者は次数 d = 8 である．d ≥ 3 のとき、d 次 del Pezzo 曲面*4は、射影的 d 次代数曲面
Sd ⊂ Pd でもって、超平面切断が正規楕円（種数 1）曲線になるものとして特徴付けられ
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る．
[Sd ⊂ Pd] ∩H = [Cd ⊂ Pd−1] (9)

d = 2のとき、S は非特異 4次曲線を分岐とする P2 の 2重被覆である．
(9)より、双対射影空間を底空間とする、種数 1曲線の族

Cd :=
⨿
H

Sd ∩H → Pd,∗

がえられる．

■問題 族 Cd の Jacobian (fibration)を記述せよ．すなわち、Pd,∗ 上の種数 1曲線の族
で、fiberが既約である限り、局所的に Cd と同型であり、かつ、大域切断をもつ

J̃acSd → Pd,∗

を記述せよ．
S8 = P1 × P1 の反標準元 C ∈ | −KS |は (2, 2)次曲線

C : F2,2(x, y) = 0 ⊂ P1 × P1 (10)

で、どちらかへの射影を制限することにより、4 点で分岐する 2 重被覆 C → P1 であ
る．このことにより、(2)と同様な形で C の Jacobianが求まる（[8], [1]）．よって、del

Pezzzo曲面としての P1 × P1 の Jaconbianも P(19 : 2 : 3)内の 6次超曲面である．以下
では、d ≤ 6の場合を考察する．

3 T 型拡大図式を統制する代数多様体と (E7, adj)

§1で説明した En = T2,3,n を統制する代数多様体を一般化する．一般化は２段階ある．
第 1 段階は射影平面 P2 から一般次元射影空間への移行である (Dolgachev[2])．X は、
Pm−1 の（一般位置にある）n点での爆発とする．X の第 2コホモロジー群H2(X,Z)の
標準基底として、

h, e1, . . . , en (11)

をとる．ただし、hは Pm−1 内の超平面の引戻しで、ei ≃ Pm−2 は例外因子である．そし
て、曲面の場合の (5)を真似、これらが互いに直交し、自己交点数が

(h2) = m− 2, (e21) = · · · = (e2n) = −1 (12)

*4 同様な性質をもつ射影的代数多様体 Xd ⊂ Pd+n−2 を del Pezzo多様体という．ただし、d = 2, 1では
修正が必要．−KX が (n− 1)で割り切れる Fano多様体とほぼ同値な概念である．
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となる 2次形式を人工的に入れる．X の反標準因子は

−KX = mh− (m− 2)
n∑
1

ei (13)

に等しい．これの直交補格子 (−KX)⊥ は、

e1 − e2, . . . , en−1 − en, h− e1 − · · · − em (14)

を基底にもつ．そして、この基底でもって T 型のルート系 T2,m,n−m をなす．法束が
OP(−1)で Pm−2 と同型な因子*5の代表としての en を右端に付加してえられる拡大ルー
ト系を (T2,m,n−m, std)で表す．．

e1 − e2 ◦ ◦ ◦
em − em+1

◦ ◦ ◦
en−1 − en

×
en

◦
h− e1 − · · · − em

h− e1 − · · · − em に関する鏡映は最初のm点を中心とする標準 Cremona変換（(8)の
高次元化）

Pm−1 ∋ (x1 : · · · : xm) · · · →
(

1

x1
: · · · : 1

xm

)
∈ Pm−1

によって誘導されるものと一致する．
(E7, adj)は (T2,4,3, std)に一致し、2次 del Pezzo曲面の簡約 Jacobianは、射影空間

P3 の 7点爆発 Blq1,...,q7 P3 であると定理 1は主張する．この上の (−1)P2 を数え上げて
おこう．

1. q1, . . . , q7 上の例外因子 e1, . . . , e7

2. q1, . . . , q7 の内の 3点を通る平面の強変換*6h− ei − ej − ek

3. q1, . . . , q7 の内の 6点を通りその 1点で特異な 2次曲面の強変換 2h − 2e1 − e2 −
· · · − e6 等々

4. 3h− 2e1 − 2e2 − 2e3 − 2e4 − e5 − e6 等々
5. 4h− 3e1 − 2e2 − · · · − 2e6 等々

*5 簡単のため、以下では (−1)Pm−2 と呼ぶ．
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全部で
7 + 35 + 42 + 35 + 7 = 126

あるが、これは E7 のルートと一対一に対応している．

注意 2 人工的に見える自己交点数 (12)は、Blm P3 の場合は自然で、(D1.D2.−KX)/2

と一致する．

4 T 型拡大図式を統制する代数多様体（続）と (E6, adj)

第 2段階は、同じ次元の射影空間の直積に移行することである ([5])．ここでは、2個の
射影空間の直積 Pm−1 × Pm−1 を考え、これを一般の位置にある n 点で爆発したものを
X とする．第 2コホモロジー群 H2(X,Z)の標準基底として、

h1, h2, e1, . . . , en (15)

をとる．ただし、h1, h2 は Pm−1 内の超平面の引戻しで、ei ≃ P2m−3 は例外因子である．
各 i = 1, 2に対して、hi, e1, . . . , en は直交し、

(h2
1) = (h2

2) = m− 2, (h1, h2) = m− 1, (e21) = · · · = (e2n) = −1 (16)

となる内積を H2(X,Z)に定める．X の反標準因子は

−KX = m(h1 + h2)− (2m− 3)
n∑
1

ei (17)

なので、直交補格子 (KX)⊥ は、

e1 − e2, . . . , en−1 − en, h1 − e1 − · · · − em, h1 − h2 (18)

を基底にもつ．この基底でもって T 型のルート系 T3,m,n−m をなす．(−1)P2m−3 の代表
としての en を右端に付加してえられる拡大ルート系を (T3,m,n−m, std)で表す．

*6 q1, . . . , q7 の 2点を結ぶ直線の強変換による flopの後で、(−1)P2 になる．他の場合は、q1, . . . , q7 の 6

点を通る有理 3次曲線の強変換による flopも必要．
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e1 − e2 ◦ ◦ ◦
em − em+1

◦ ◦ ◦
en−1 − en

×
en

◦ h1 − e1 − · · · − em

◦ h1 − h2

(E6, adj)は (T3,3,2, std)に一致し、3次曲面の簡約 Jacobianは、2重射影空間 P2 ×P2

の 5点爆発であると定理 1は主張する．この上の (−1)P3 を数え上げておこう．

1. 爆発の例外因子 e1, . . . , e5

2. 2点を通る直線の引戻しの強変換 h1 − ei − ej , h2 − ei − ej

3. h1 + h2 − 2e1 − e2 − e3 − e4 等々
4. 5点を通る 2次曲線の引戻しの強変換 2h1 −

∑5
1 ei, 2h2 −

∑5
1 ei

5. 2h1 + h2 − 2e1 − 2e2 − 2e3 − e4 − e5, h1 + 2h2 − 2e1 − 2e2 − 2e3 − e4 − e5 等々
6. 2h1 + 2h2 − 3e1 − 2e2 − 2e3 − 2e4 − 2e5 等々

全部で
5 + 20 + 20 + 2 + 20 + 5 = 72

あるが、これは E6 のルートと一対一に対応している．

注意 3 人工的に見える交点数 (16)は、Blm(P2 × P2)の場合は (D1.D2.(−KX)2)/4と
一致する．

5 del Pezzo曲面の Jacobian（続）
定理 1 の内容を説明していく．d, e 次の del Pezzo 多様体の対 (Xd, Ye) で次をみたす

ものの存在が鍵である．

1. dimXd = e+ 1, dimXe = d+ 1.

2. Xd ⊂ Pd+e−1 と Ye ⊂ Pd+e−1 は互いに射影双対．
3. d次 del Pezzo曲面は Xd ⊂ Pd+e−1 を (e− 1)回超平面切断したものと同型．
4. Xd ⊂ Pd+e−1 を e回超平面切断してえられる楕円曲線

CX = Xd ∩H1 ∩ · · · ∩He
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と双対射影空間内での交差

CY = ⟨[H1], . . . , [He]⟩ ∩ Ye

は同型である．

d次 del Pezzo曲面 Sd を
Xd ∩H1 ∩ · · · ∩He−1

と表し、双対射影空間内での交差

Ye ∩ ⟨[H1], . . . , [He−1]⟩

を考える．これは、e個の点よりなる．これらを中心に爆発することにより、

Ble Ye → Pd

がえられるが、4番目の性質より、これは Sd の Jacobianである．実際に用いる対は次の
とおりである．

d 6 5 3 2

X P2 × P2 ⊂ P8 G(5, 2) ⊂ P9 D̄3 ⊂ P8 Double P9 with branch D̄4

Y D̄3 ⊂ P8 G(2, 5) ⊂ P9 P2 × P2 ⊂ P8 Veronese 3-fold v2(P3) ⊂ P9

e 3 5 6 8

d = 6の場合、del Pezzo曲面は Segre多様体を 2回超平面切断して得られる．

[S6 ⊂ P6] = [P2 × P2 ⊂ P8] ∩H1 ∩H2

Segre 多様体 P2 × P2 ⊂ P8 の射影双対は行列式 det(xij) = 0 で定義される 3 次超曲面
D̄3 ⊂ P8 である．これは、2点 [H1], [H2] ∈ P8 を結ぶ直線 l と 3点で交わる．l ∩ D̄3 の
3点が爆発 J̃acS6 → D3 の中心である．
d = 5の場合、del Pezzo曲面は 6次元 Grassmann多様体 G(5, 2) ⊂ P9 を 4回超平面

切断して得られる．

[S5 ⊂ P5] = [G(5, 2) ⊂ P9] ∩H1 ∩H2 ∩H3 ∩H4 (19)

そして、G(2, 5) ⊂ P9 は G(5, 2) ⊂ P9 の射影双対である．ただし、G(2, 5)は 2次元部分
空間の、G(5, 2)は 2次元商空間の Grassmann多様体を表す．H1, . . . ,H4 に対応する双
対射影空間の 4点 [H1], . . . , [H4] ∈ P9 の張る射影空間と G(2, 5)の交わりが 5点で、爆
発 J̃acS5 → G(2, 5) の中心である．
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d = 4の場合の定理は d = 5の場合から従う．4次 del Pezzo曲面は 5次 del Pezzo曲面
の 1点爆発 Blp S5 である．上の S5 の記述 (19)より、点 p ∈ G(5, 2)は双対 Grassmann

G(2, 5)の特異超平面切断 G(2, 5)’を定めている．また、4点 [H1], . . . , [H4] ∈ P9 はこれ
に含まれる．爆発 J̃acS4 → G(2, 5)’の中心は上の 5点である．

注意 4 特異超平面切断 G(2, 5)’は Schubert部分多様体である．射影平面に沿って特異
で、二つの小特異点解消をもつ．一つは、P2 上の P3 束で、他は P1 上の Q4 束である．

d = 3の場合の爆発 J̃acS → P2 × P2 の中心 q1, . . . , q6 は、Segre多様体 P2 × P2 ⊂ P8

を 4回超平面切断して得られる．

{q1, . . . , q6} = (P2 × P2) ∩H1 ∩H2 ∩H3 ∩H4

ただし、H1, . . . ,H4 は、それらに対応する双対射影空間の 4点 [H1], . . . , [H4] ∈ P8 の張
る射影空間と行列式 3次超曲面 D̄3 との交わりが S と同型になるように選ぶ．すなわち、
３次曲面の定義式の行列式表示 S : detA = 0 ⊂ P3（Aは線形形式を成分とする 3次正方
行列）から中心の位置が定まる．
d = 2の場合、del Pezzo曲面は 4次曲線 C4を分岐とする P2の 2重被覆である．C4の

定義 4次式を斉次 1次式成分の 4次対称行列の行列式として表す．すなわち、P3の 2次曲
面網 ⟨Q1, Q2, Q3⟩の不変量とみなす．この曲面網の 8基点 Q1 ∩Q2 ∩Q3 = {q1, . . . , q8}
で P3 爆発したものが J̃acS2 である．
del Pezzo 曲面は 7 点爆発 S2 → P2 でもある．これの中心 p1, . . . , p7 ∈ P2 と

q1, . . . , q7 ∈ P3（爆発 JacS2 → P3 の中心）は Gale 双対の関係になっていることも
興味深い．すなわち、tautological直線束 OP(1)の p1, . . . , p7 と q1, . . . , q7 における評価
写像 (evaluation map)をそれぞれ P : C3 → C7, Q : C4 → C7 とするとき、

0 −→ C4 Q−→ C7 P∗

−→ C3 −→ 0

は完全列である．ただし、C3,C4 は P2,P3 上の線形形式のなす空間である．p1, . . . , p7 は
q1, . . . , q7 を点 p8 から射影した像でもある（Goppa双対性、Eisenbud-Popescu[3, §3]）．

注意 5 Bl7 P3 は 2 次 del Pezzo 曲面 S2 上の階数 2 のベクトル束のモジュライでもあ
り、ある永田型不変式環の有限性生成性を示す際にこの事実が使われる ([6])．
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