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　代数群が（有限変数）多項式環に線形に作用するとき，その不変式

環が有限生成かという問題をヒルベルトの本来の第

∗

1 問題（4 original

Hilbert’s 14th problem ）という．永田1 [N1 による反例以降、この問

題は有限生成になるための良い条件を求める方向に向かっている．こ

こでは

]

[N1 で考えられたべき単（] unipoten ）作用に対してこの方向

で得られた結果を報告する．

t

永田型作用（余次元1 ）3

次元加法群1 G が体a 上k の2 変数多項式環2 k[x, y に]

x �→ x, y �→ y + tx, t ∈ G

でもって作用する．これの

a

個の（n 上の）テンソル積でもってk 次

元加法群の

n

2 変数多項式環へのべき単作用n

(t1, . . . , tn) ∈ Gn
a � k[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn] =: S{

xi �→ xi

yi �→ yi + tixi

, 1 ≤ i ≤ n
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1[N1 序文．]
この節では簡単のため2 は複素数体とする．k
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が得られる．この作用を一般の 次元部分加法群s に制限したものを

永田型作用と呼ぶ．不変式環

G

S が一般には有限生成でないことを示

した

G

195 年の記念碑的な論文8 [N が一連の話の源である．ここでは1]

G ⊂ Gnの余次元a r = n− がs の場合が主に考察されている．不変式

環のある対角的な部分環に着目し，それと射影平面の

3

点爆発の関係

が調べられている．

n

がn 1 以上の平方数のときその部分環が有限生成

でないこと，そして，そのことより不変式環自体も有限生成でないこ

とが示されている．この部分環は自由アーベル群

6

Z⊕ で次数付けら

れているが，それの台が半群として有限生成でないことがポイントで

ある．

さて，筆者は

Z

[M1 において] r = 3, n = の場合も不変式環が有限生

成でないことを示すことができ、これがこの方面に本格的に取り組む

契機となった．この場合の長所は射影平面の

9

点爆発と対応すること

である．

9

Painlev´方程式や半e K 曲面を含むいろんな数学がこの周辺

に集っていることもうれしい．

射影平面上の

3

点9 p1, . . . , p9 ∈ P に対してはそれらを通る2 次曲線3

C ⊂ P が存在するので上の対角的な部分環の台は有限生成になって

しまう．よって

2

[N1 の論法はそのままでは適用できない．しかし，３

次曲線の存在は話を非常に明解にしてくれる．まず，

]

点が一般の位

置にあることにより

9

は一意的であり，かつ，非特異である．また，C

の法束とC 点の差として得られる次数9 の因子類0 δ := C|C −
∑9

i=1 p

は次をみたす．

☆

i

δ ∈ Pic0 は何倍してもC に線形同値にならない．

この性質より、レベルという量

0

でもって3 Z≥ 次数付き環とみたとき，

無限個の不変式（レベル１）が生成元として必要なことがわかる．
0

3x1, . . . , x に関する次数からn y1, . . . , に関する次数のyn s − 倍をひいたものをレベルという．1
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非有限生成性（新論拠）

永田型不変式環

2

S 自体は大きな自由アーベル群G Zn+ で次数付けら

れている．

1

対角的な部分環4 に注目するという5 [N の方法から離れて

次数付環としての台

1]

SuppSG ⊂ Zn+ に着目したのが1 [M3 である．同

時に加法群

]

の余次元G も一般で考えた．

定理

r

不等式1 1/2 + 1/r + 1/s ≤ が成り立つなら永田型不変式環は

有限生成でない．

　

1

r = 3, n = の場合だと，「射影平面を9 点（一般の位置）で爆発

して得られる曲面

9

の上には無限個の第１種例外曲線があるので不変

式環は有限生成でない」というのが定理の内容である．定理の証明で

はこれを標準

X

Cremon 変換a

Pr−1 · · · → Pr−1, (x1 : x2 : · · · : xr) �→ (
1

x1
:
1

x2
: · · · : 1

xr

の言葉で一般化している．これは前節の☆を使う論法よりも強力であ

る．実際，☆は無限個の第１種例外曲線があるための充分条件ではあ

るが、必要条件ではない．爆発の中心が２本の３次曲線の交点になっ

ている場合を考えよう．このとき

)

は零である．よく知られているよ

うに曲面

δ

は射影直線上の楕円曲面である．２本の３次曲線が充分一

般ならその

X

Mordell-Wei 群は無限（最も一般にはl Z ）．よって、自己

同型群

8

Aut も無限で、無限個の第１種例外曲線が存在する．また、

有限体の代数的閉包上で本来の第

X

問題の反例を作るには☆ではダ

メだが，無限個の第１種例外曲線は標数に関係なく存在するのでこち

らの方法では作ることができる．

14

[N1 では] 1 次元加法群，3 [M では3] 次元の加法群の不変式環で有限

生成でないものが得られるが，

6

を一般にしたおかげで，この定理にr

各4 i = 1, . . . . , に対するn 次数（i xi, に関する次数）とyi x1, . . . , x に関する次数．n
5 次数がi 1 ≤ i ≤ によらない所を取り出したもの．n
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よりG3の不変式環で有限生成でないものがえられるa (r = 6, n = 9 ．

現時点では、これは本来の第

)

問題に対する反例としては最小であ

る．すなわち，次はまだ解けていない．

問題　２次元加法群

14

G2の（有限変数）多項式環への線形作用の不

変式環は有限生成か？

ここまでは

a

[M2 にも大凡を解説したのでそちらも参考にされたい．

以下，その後の進展について述べる．

]

永田型作用の一般化

長さが

3

q, r, の３本足s Dynki 図形n

r s

◦ ◦ − −− ◦ ◦ −−− ◦ ◦ ◦

◦

を

◦

Tq,r で表す．これの,s We 群が無限群になる条件は

★

yl

1

q
+

1

r
+

1

s
≤

であることはよく知られている．

1

q = の場合にこの事実が定理2 の

証明に有効に使われるが，

1

q = とは限らない一般の３本足2 Dynki 図

形と不変式環の関係が気になる．答は意外と簡単で

n

変数多項式環

への永田型作用（部分加法群

2n

Gi ⊂ Gnは全てa 次元）をs q − 個とっ

てきてそれらの

1

k[x1, . . . , xn 上のテンソル積をとったものが] Tq,r で制

御される．
,s

(q − 1) 次元加法群がs q 変数多項式環に作用する．n
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定理 2 ([M4] 不等式★が成り立つなら永田型作用のテンソル積の不

変式環は有限生成でない．

　これはあくまで部分加法群の次元を揃えてテンソル積をとった場合

で，そうでない場合の不変式環の（非）有限生成性は未解決である．

)

有限生成性

定理

4

の逆が成立する．

定理

1

3 1/2 + 1/r + 1/s > なら永田型不変式環は有限生成である．

不等式より

1

r, のどちらかはs 以下である．3 r = の場合の不変式環は1

n + 変数多項式環である．また、1 r = の場合は2 個の不変式で生

成される．これらはどちらも容易にわかる．

2n

r = は永田3 [N1 で主に

考えられた場合で，不変式環は射影平面

]

P を一般の位置にある2 点

で爆発した曲面

n

の全座標環X

TC(X) =
⊕

L∈Pic X

H0(X, L) 
⊕

a,b1,...,bn∈Z

H0(X,OX(ah−b1e1−· · ·−bnen)

と同型である．定理の仮定より

)

n ≤ なので8 はX del Pezz 曲面o で

ある．

6

上の第１種例外曲線は有限個であるが，これらと反標準因子X

− （KX n = の場合のみ必要）でもって8 effectiv 因子の半群e Eff X が

生成される．また，

7

ne 因子は基点を持たない．f n = のときの8 −
はこれの唯一の例外であるが，この場合でも

KX

−2 は基点をもたない．

これらのことより全座標環

KX

TC(X は有限生成である．余次元) が一

般の場合も永田型不変式環は

r

r − 次元射影空間の1 点爆発n の全座

標環と同型である．しかし，

X

r ≥ の場合は余次元１をいじらない4

の双有理変換（

X

fli やp fl が典型例）の存在が話を複雑にする．op

反標準因子6 −K が豊富な曲面．X

全座標環7 TC(X の台である．)
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さて、s = の場合，不変式環は1 Grassman 多様体n G(2, n+ 1 の斉

次座標環と同型である．

)

s = の場合，2 点付n Rieman 球面上のn WZ

共形ブロック（

W

Li 環はe sl(2 ）の全体と同型である．代数幾何的に言う

と，

)

点付射影直線n (P1; p1, . . . , pn の上の放物的ベクトル束のモジュ

ライ空間の全座標環と同型である．

)

Mehta-Seshadr やi Bauer[B の結果

より、それが有限生成であることがわかる．

]

s = の場合は射影平面3

のP2 点爆発n の上の適当なベクトル束のモジュライ空間の全座標

環と同型である．定理３の場合は仮定より

F

n ≤ なので曲面8 はF del

Pezz である．これよりモジュライ空間（複数ある）のo effectiv 因子

の半群や

e

ne 因子の様子がよくわかり，全座標環の有限生成性を示す

ことができる．

f

5 Sylveste 型作用

　加法群の作用の別の例として

r

Sylveste 型がある．r 変数2 次斉次

多項式

m

f(x, y と) 次斉次多項式n g(x, の対全体のなすy) (n+m+ 次

元ベクトル空間に

2)

(n−m 次斉次多項式) h(x, の全体のなすベクトル

空間が

y)

f �→ f, g �→ g + h

でもって作用する．ただし，

f

＞n とした．これより，m (n−m+1 次

元加法群

)

がG (n+m+ 変数多項式環2) に作用する．放物的ベクト

ル束に関する

S

Baue の結果を安定対に関するr Thaddeus[T の結果に置

き換えることにより，次数差

]

n − m = の場合の1 Sylveste 型不変式

環

r

S の有限生成性を示すことができる（向井・内藤G 20 年）．最近，

内藤は次数差が一般の場合にも不変式環の有限生成性を証明している

（日本数学会年会一般講演、

02

20 年春、東京大学）．

問題　

03

変数以上の3 Sylveste 型作用に対して不変式環の有限生成性

を調べよ．

r
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