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先週の演習問題の略解は
http://www.math.kyoto-u.ac.jp/~nakajima/Lecture/07_Kika1.html

を参照のこと.

問題 14. 授業で示したように, n次元射影空間 RP n上の関数

f([x0 : · · · : xn]) =
x2

0

x2
0 + x2

1 + · · · + x2
n

はC∞級であった. その微分 dfp が消えるような p ∈ RP nをすべて求めよ. また, f の最大
値, 最小値を求めよ.

問題 15. (1) 問題 8のように, i : Sn → Rn+1を包含写像とする. iの微分写像 dip : TpS
n →

Ti(p)R
n+1を計算せよ. ただし, Rn+1の方の接空間は, 自然な座標系によって Ti(p)R

n+1 ∼=
Rn+1と同一視せよ. このとき dipの像が, pと直交するベクトルの全体であることを証明
せよ.

(2) x1 : Rn+1 → Rを, 座標の第一成分を取る写像とし, f = x1 ◦ iと定義する. f の微分
が消える点をすべて求めよ. また, f の最大値, 最小値を求めよ.

問題 16. M , N をC∞級多様体とする.
MとNの間に微分同相写像F : M → Nが存在するとき, MとNの次元が同じであるこ
とを証明せよ.

問題 17. M をC∞級多様体とし, x ∈ M とする.
(1) M に入るC∞級曲線 c : (−ε, ε) → M で c(0) = xとなるものを考える. ただし εは正

の実数である. このとき, t = 0における速度ベクトル
dc

dt

∣∣∣∣
t=0

を, xにおけるM の接空間

TxM に属する元として, しかるべく定めよ.

(2) 逆に, TxM の元 vに対して, 上のような曲線 cで v =
dc

dt

∣∣∣∣
t=0

となるものが存在するこ

とを示せ. (εは, 小さく取ってよい.)

問題 18. 問題 13の写像 f : T 2 → T 2 (x, y) 7→ (2x, 2y)について, その微分 dfp : TpT
2 →

Tf(p)T
2は全ての pに対して同型写像であることを示せ.



問題 19. 自然な写像 π : Sn → RP nについて, その微分 dπp : TpS
n → Tπ(p)RP nは全ての p

について同型写像であることを示せ.

問題 20. 多項式写像 f : RP 1 → RP 1を

f([x : y]) = [xn : anyn + an−1xyn−1 + · · · + a0x
n]

で定める. (n ≥ 1, an 6= 0) f の微分 dfpが消える pをすべて求めよ.

問題 21. (1) M を C∞級微分可能多様体とする. M の開集合 V のうちで, どこかの座標
近傍系 (U,ϕ) の定義域の U に含まれているようなものの全体をOであらわす. (座標近傍
系は, すべて動かす.) このとき, O が, M の位相空間としての開基 (開集合系の基)となる
ことを示せ.

(2) 二つのC∞級微分可能多様体M , N の間の写像 F : M → N がC∞級であるための必
要十分条件は, N 上の任意のC∞級関数 gに対して, g ◦F がM 上のC∞級関数になること
であることを証明せよ.

(3) 二つの位相空間 X, Y の間の写像 F : X → Y が, Y 上の任意の連続関数 g : Y → R
を, X上の連続関数 g ◦ F : X → Rに移すという. このとき F は連続写像か？


