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先週の演習問題の略解は
http://www.math.kyoto-u.ac.jp/~nakajima/Lecture/07_Kika1.html

を参照のこと.

問題 47. Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | x2
1 + · · ·+ x2

n+1 = 1} とし, x1 を Sn 上の関数と考
え, α = dx1とおく。α は, Sn上の 1次微分形式である。問題 2の座標

ϕ±(x1, . . . , xn+1) = (y1, . . . , yn) =

(
x1

1 ∓ xn+1

, . . . ,
xn

1 ∓ xn+1

)
を用いて、αを dyi の一次結合として表わせ。

問題 48. (1) S1 = R/Z とし、π : R → S1を自然な射影とする。xをR上の自然な座標と
し、dx を対応する 1次微分形式とする。S1上の 1次微分形式 α で、π∗α = dx となるもの
がただ一つ存在することを証明せよ。以下、簡単のためこれも dx で表わす。

(2) pを S1の点とする。(dx)p はすべての pに対し 0でないことを示せ。
(3) S1上のC∞級関数 f : S1 → R で、df = dxとなるものが存在しないことを証明せよ。

問題 49. M を C∞級微分可能多様体とする。α は, ベクトル場 X に対して C∞級関数を
対応させる写像で, C∞(M)-線形であるとする。すなわち α(fX + gY ) = fα(X) + gα(Y )
が、ベクトル場 X, Y , C∞級関数 f , g について成立するとする。

(1) 点 p ∈ M を取る。pの近傍 W 上で 0 となるベクトル場 X に対して

α(X)(p) = 0

となることを示せ。
(2)さらに、α は, C∞級 1次微分形式であって, したがってαp : TpM → R が各点 p ∈ M
ごとに定まり、

(α(X)) (p) = αp(Xp)

となることを証明せよ。



問題 50. (1) 1次微分形式 α とベクトル場 X, Y に対して,

(LXα)(Y ) = X(α(Y )) − α([X,Y ])

とおく。問 47を用いて LXα が 1次微分形式であることを証明せよ。
(2) ベクトル場 X に対応する 1パラメータ局所変換群を ϕt とする。このとき、1次微分
形式 α について

lim
t→0

(ϕ∗
t α)p − αp

t
= (LXα)p

を証明せよ。
ただし、授業でやった [松本, 補題 17.a]は使ってよい。

問題 51. (1) R2 内の開集合U 上の 1次微分形式 α = fdx + gdy を考える。このときU 上
の C∞級関数 Φ: U → Rがあって、dΦ = αとなっていたとする。U 内の二点 P , Qを向
きのついた曲線 c : [a, b] → U で、c(0) = P , c(1) = Qと結ぶ。このとき∫

c

α

は、Φ(Q)−Φ(P )となることを示せ。特に、cの取り方には依らず、P , Q だけで決まるこ
とになる。

(2) 逆に、上の積分が端点 P , Qで定まり、P , Qを結ぶ直線の取り方にはよらないとす
る。このとき dΦ = αとなる U 上のC∞級関数 Φ: U → Rが存在することを証明せよ。


