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はじめに

私は 1984年の学部 4年から始まり, 87年の修士卒業まで, 東京
大学において落合卓四郎先生の指導を受けました. さらに 92年
に東北大学に転出するまでは, 先生の助手を勤めました.
先生の下で学んだのは, 微分幾何学, 特に多様体上の非線形偏
微分方程式でした. この解析学と微分幾何学が交錯する分野を学
んで得たことは, 数学を分野に分けることは不自然, 人工的なこと
であり, それでも無理に分野に分けるとしたら, 二つの違う分野
が交わるところにおもしろい数学が生まれる,ということでした.
現在の私の研究を無理に分野に入れようとすると, 代数幾何学

と表現論が交わるところにあります. 自分の分野を指定すること
なく, 研究に必要なものをその都度勉強してきて自然にこのよう
なところにたどり着きました. このように進んで来れたのも, 先
生のご指導を受けたことが大きく役立っていると思います. 先生
に感謝いたします.

1



• 代数幾何 = 単純特異点 C2/Γの極小特異点解消 (ALE空間)
の連接層 (あるいはインスタントン)のモジュライ空間, ある
いはよく似た空間

• 表現論 = アファイン・リー環, 量子アファイン (もしくはト
ロイダル) 代数

つながりは通常のアファイン・リー環と幾何のつながり (たとえ
ば共形場理論) とは, まったく異なる.

ふたつの分野への応用

• モジュライ空間の指数 (中間次元のホモロジー群の次元)の母
関数が保型形式になる.

(Vafa-Witten : S-duality)

• 量子アファイン (トロイダル)代数の指標公式

ここでは応用についてはあまり述べず, ふたつのつながりについ
て述べる.
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Γ ⊂ SL2(C) : 自明でない有限部分群

分類 (Klein)
{[

ε 0
0 ε−1

] ∣∣ εn+1 = 1
}
, 巡回群 Z/(n + 1)Z (n ≥ 1)

二項二面体群 位数=4(n− 1) (n ≥ 4)

二項多面体群

Γ ⊂ SL2(C) : 自明でない有限部分群

分類 (Klein)
{[

ε 0
0 ε−1

] ∣∣ εn+1 = 1
}
, 巡回群 Z/(n + 1)Z (n ≥ 1)

二項二面体群 位数=4(n− 1) (n ≥ 4)

二項多面体群

⇐⇒ (1. DuVal, 2. McKayによる対応)

複素単純リー環 (simply-laced)の分類

An : sln+1(C) ◦−◦−◦−· · ·−◦
Dn (n ≥ 4) : so2n(C) ◦−◦−· · ·−◦�◦�◦

En (n = 6, 7, 8) : 例外型リー環 ◦−◦−◦|
◦
−◦−◦−◦−◦
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対応 1 = DuVal

• 0 ∈ C2/Γ : 単純特異点

• π : M → C2/Γ : 極小特異点解消

• 例外集合 π−1(0) =
⋃

Ci (Ci
∼= P1)

• 次の規則により図式を描く:

(1) 頂点 ◦ ←→ Ci,

(2) ◦
Ci

◦
Cj

⇐⇒ Ci ∩ Cj 6= ∅.

=⇒ ADE型のディンキン図式を得る.

対応 2 = McKay

• {ρ0, ρ1, . . . , ρn} : Γの既約表現 (ρ0 = trivial)

• Q : 埋め込み Γ ⊂ SL2(C)の定める 2次元表現

• テンソル積の分解Q⊗ ρi =
⊕

j

aijρj .

• 次の規則により図式を描く:

(1) 頂点 ◦ ←→ ρi,

(2) ◦
ρi

==◦
ρj

(aij = 2), ◦
ρi

−−◦
ρj

(aij = 1), ◦
ρi

◦
ρj

(aij = 0)

(NB aij = aji).

=⇒ ADE型のアファイン・ディンキン図式を得る.

頂点 ρ0を取り除く =⇒ 通常のディンキン図式を得る.
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タイプ アファイン・ディンキン図式

An •�◦�◦
−· · ·−◦
−· · ·−◦

�
�◦ E6 ◦−◦−◦|

◦|
•
−◦−◦

Dn
�•
�◦◦−◦−· · ·−◦

�◦
�◦ E7 •−◦−◦−◦|

◦
−◦−◦−◦

E8 •−◦−◦−◦−◦−◦|
◦
−◦−◦

(有限次元)複素単純リー環 :

g = 〈ei, fi, hi〉i=1,...,n/

8>>><>>>:
[hi,hj ]=0, [hi,ej ]=cijej

[ei,fj ]=δijhi, etc.

9>>>=>>>;
アファイン・リー環 : ĝ = 〈ei, fi, hi, d〉i=0,...,n/同様の関係式

別の実現 : ĝ ∼= g⊗C C[z, z−1]⊕Cc⊕Cd

[X ⊗ zm, Y ⊗ zn] = [X, Y ]⊗ zm+n + mδm+n,0(X, Y )c etc.

ディンキン図式の頂点は, 単純 (コ)ルートと対応するので...

• DuVal 対応 =⇒
gのルート格子の双対格子 Q∨ ∼−→ H2(π−1(0),Z)

単純コルート hi 7−→ [Ci]

カルタン行列←→ −交叉形式

• McKay 対応=⇒
ĝのルート格子 ∼−→ Γの表現環 R(Γ)

単純ルート αi 7−→ [ρi].

アファイン・カルタン行列←→ the pairing(•, ∧−1Q⊗ •)
∧
−1Q =

∧0Q−∧1Q +
∧2Q = 2ρ0 −Q
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NB. Gonzalez-Sprinberg and Verdier の直接対応

• K(M) def.= M 上の代数的ベクトル束の Grothendieck群

R(Γ) ∼= K(M)

ρ 7−→π∗(OC2 ⊗ ρ)Γ/torsion

• Ri
def.= image of ρi =⇒ 〈c1(Ri), [Cj ]〉 = δij

単純リー環は,ディンキン図式の情報から (生成元と関係式に
よって)復元されるので, 対応はこれでよいのだが.....

疑問. Γ と g の間により直接的な対応はあるのだろうか？

すでにあった答え by Brieskorn, Slodowy

単純特異点 C2/Γ を gの中につくることができる.

新しい答え. アファイン・リー環 ĝ の表現 (and more) を Γに
関係した多様体を用いて構成する.
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点のヒルベルト概型

Hilbn (C2) : C2内の n個の点のヒルベルト概型
= {I ⊂ C[x, y] | Iはイデアル, dimC[x, y]/I = n}
例. I = {f | f(p1) = · · · = f(pn) = 0} (pi 6= pj , i 6= j)

Sn(C2) = C2n/Sn : C2の n次 対称積

π : Hilbn (C2) → Sn(C2) : ヒルベルト-チャウ写像 (固有に
なる)

事実. (1) Hilbn (C2) は, Sn(C2)の特異点解消. 特に, 2n次元の特異
点を持たない多様体. (Fogarty)

(2) Hilbn (C2) は, 正則シンプレクティック形式を持つ. (Beauville)

(3) Hilbn (C2) は, hyper-Kähler構造を持つ. (N)

箙多様体 (or Γ-ヒルベルト概型)

Γy C2 =⇒ Γy Hilbn (C2)

Hilbn (C2)Γ : 固定点集合= Γ-不変なイデアル

M(v) def.=
{

I ∈ Hilbn (C2)Γ
∣∣∣ [C[x, y]/I] = v

}
: 箙多様体

(v = Γの表現の同型類 ∈ R(Γ))

π : M(v) → (
Sn(C2)

)Γ : ヒルベルト-チャウ写像の制限

命題. (1) M(v) は非特異な多様体で次元は
2(ρ0,v)− (v,

∧
−1Q⊗ v).

(2) M(v) は連結. (Crawley-Boevey)
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例. (1) (自明). M(0) = {I = C[x, y]} : 一点

(2) (自明). M(ρ0) = {m0 ⊂ C[x, y]} : 一点

(3) (Kronheimer, Ginzburg-Kapranov, Ito-Nakamura).

v = 正則表現

=⇒ • M(v) = C2/Γの最小特異点解消

• π : M(v) → (S#Γ(C2))Γ = C2/Γ

• M(v) \ π−1(0) ∼= C2 \ {0}/Γ
= 自由な Γ-軌道に対応するイデアル

アファイン・リー環の幾何学的構成

• M
def.=

⊔
v

M(v) =
⊔
n

Hilbn (C2)Γ

• M0(∞) def.=
⋃
n

Sn(C2)Γ,

ただし Sn(C2)Γ ⊂ Sn+1(C2)Γ は, C 7→ C + [0]による.

• L(v) = M(v) ∩ π−1(0) (π : M(v) → (Sn(C2))Γ)

• L
def.=

⊔
v

L(v)

• Z
def.= M ×M0(∞) M = {(I1, I2) | π(I1)− π(I2) ∈ Z[0]}

=
⊔

v1,v2

Z(v1,v2) (Z(v1,v2) = Z ∩M(v1)×M(v2))
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命題. (1) L(v) は, M(v)のラグランジアン部分多様体.

(2) Z(v1,v2)は M(v1)×M(v2)のラグランジアン部分多様体.

合成積を考えよう:

∗ : Htop(Z,C)⊗Htop(Z,C) → Htop(Z,C)

ただし c ∗ c′ = p13∗ (p∗12(c) ∩ p∗23(c
′)) . (∩ は M ×M ×M の中

で取る.)

より正確には次の部分空間で well-defined

Htop(Z,C) ⊂
∏

v1,v2

H2 dim Z(v1,v2)(Z(v1,v2),C)

次を満たす元 (Fv1,v2)からなる:

(1) v1を固定すると, 有限個の v2をのぞき Fv1,v2 = 0

(2) v2を固定すると, 有限個の v1をのぞき Fv1,v2 = 0

=⇒ Htop(Z,C)は, 結合法則をみたす代数で, 単位元は [∆]で与
えられる.
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Htop(L,C) def.=
⊕

v H2 dim L(v)(L(v),C).

=⇒ Htop(L,C) は, ふたたび合成積により表現空間となる.

定理. U(ĝ) = Γに対応したアファイン・リー環 ĝ の普遍展開環

(1) U(ĝ) ∃−→Htop(Z,C) : 代数の準同型

(2) Htop(L,C) は, いわゆる basic 表現 (特に既約).

注意. (1) 次に動機付けされた.

(a) Ringel, Lusztig の仕事 : 量子 (アファイン)展開環の上三
角部分の構成

(b) Ginzburgの仕事 : ワイル群の群環の合成積による構成
(Springer表現)

(2) Hilbn (C2) を高い階数の類似物で置き換えれば , 任意の既約
可積分表現が同様に構成できる.

(3) (除外された)Γ = 1の場合

• 無限次元ハイゼンベルグ代数 ∃−→H∗(Z,C)

• H∗(L,C) : (ボゾン) Fock 空間 = 無限個の変数の多項
式環
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(1)の証明. U(ĝ)の生成元の行き先を定め, 定義関係式をチェッ
クする.

U(ĝ) = 〈ei, fi, hi, d〉i=0,...,n/

8>><>>:
[hi,hj ]=0, [hi,ej ]=cijej

[ei,fj ]=δijhi, etc.

9>>=>>;
hiの像=

∑
v

(δ0i − (ρi,C⊗ v))[ ∆M(v)]

dの像=
∑
v

(ρ0,v)[∆(M(v))].

eiの像 = [ ヘッケ対応 ]
∑
v

[{(I1, I2) ∈ M(v)×M(v + ρi) | I1 ⊃ I2}] .

fiの像 =
∑±[I1 ↔ I2]

(2)の証明 は, (柏原の意味の) 結晶の構造が, Lの既約成分の集
合に入ることがポイントになる. (定義は Lusztigにより, 量
子アファイン環の basic表現と同じであることの証明は, 柏
原-斎藤による.)

ẽi, f̃i : Irr L → IrrL t {0}
εi(Λ) = max{n | ẽn

i Λ 6= 0}, ϕi(Λ) = max{n | f̃n
i Λ 6= 0}

=⇒ fi[Λ] = ±r[f̃iΛ] +
∑

Λ′:εi(Λ′)>r

cΛ′ [Λ′] (r = εi(Λ) + 1)

NB. 基底 {IrrL} は, 大域結晶基底の q = 1における特殊化とは
異なる.
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低い次数のホモロジー群は？

各 d ∈ Z に対し

Htop−d(L,C) def.=
⊕
v

H2 dim L(v)−d(L(v),C)

は, Htop(Z,C)の表現になる.

=⇒ 今の場合は, basic 表現の直和になる. 重複度も具体的に書
ける.

NB. 高い階数のときは, いろいろな既約可積分表現が現われ, 重
複度はある箙多様体の交叉ホモロジー群の次元で表わされる. こ
の次元を計算するアルゴリズムがあるが, 具体的な式は見つかっ
ていない.

Drinfeld-神保の量子展開環

gを有限次元複素単純リー環 (より一般にカッツ・ムーディー・リー

環)とするとき, その普遍展開環U(g)

• 生成元 : ei, fi, hi

• 関係式 : eifj − fjei = δijhi, etc.

Drinfeld-神保の量子展開環 Uq(g) = U(g)の変形 :

• Q(q)上の代数

• 生成元 : ei, fi, qhi

• 関係式 : eifj − fjei = δij
qhi−q−hi

q−q−1 (simply-lacedでないときは不正確),
etc
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量子トロイダル代数

• トロイダル・リー環 Lĝ = ĝ⊗C C[z, z−1] : アファイン・リー
環のループ・リー環

× カッツ・ムーディー・リー環ではない.

× したがって, Drinfeld-神保の量子展開環の定義は, Lĝには適
用できない.

• 量子アファイン代数の Drinfeldによる新しい実現の真似をし
て定義する.

= アファイン・リー環をループ・リー環として実現するやり
方の q-analog ĝ = Lg⊕Cc⊕Cd

Uq(Lĝ) : 量子トロイダル代数

= Q(q)-algebra で, 生成元

ei,r, fi,r, q
h, hi,m

(
i = 0, . . . , n, r ∈ Z, h ∈ P̂∨,m ∈ Z \ {0}

)

と定義関係式 (e.g., qh, hi,m : 可換)で定められる.

Uq(ĝ) ⊂ Uq(Lĝ) : ei,0, fi,0, qhで生成される部分環

V : l–可積分表現 def⇐⇒
(1) Uq(ĝ)に関するウェイト空間分解を持つ

(2) ei,r, fi,r は, locally nilpotentに働く

V : l–最高ウェイト表現 def⇐⇒ ∃m0 ∈ V such that

(1) ei,rm0 = 0, V = Uq(Lĝ) ·m0

(2) qh, hi,mの同時固有ベクトル
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Uq(Lĝ)の幾何学的な構成

• 作用 C∗ y C2 : (x, y) 7→ (qx, qy), は Γ-作用と可換である.

=⇒ C∗ yM, Z,L

• KC∗(Z) = C∗-同変連接層の Grothendieck群

• KC∗(Z) : 合成積によって R(C∗) = Z[q, q−1]上の結合法則
をみたす環となる.

• KC∗(L) : その表現空間

定理. UZ
q (Lĝ) : ある Z[q, q−1]-部分環 (整形式と予想される)

(1) UZ
q (Lĝ) ∃−→KC∗(Z)/ torsion : 代数の準同型

(2) KC∗(L)⊗Z[q,q−1] Q(q) 既約

注意. (1) Kazhdan-Lusztig, Ginzburg : アファイン・ヘッケ環
についての同様の構成 (Deligne-Langlands conjecture)

(2) Ginzburg-Vasserot : UZ
q (L sln+1). の同様の構成 (n-step 旗

多様体を用いる)

(3) Varagnolo-Vasserot, Saito-Takemura-Uglov : g = sln+1の
ときの上の表現の純代数的な構成
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高い階数の場合の簡単なコメント

• 直積 ∏n
i=0 GL(ni,C)が Z(の類似)に作用する.

量子トロイダル代数の方では, q = ε ∈ C∗ と特殊化する.

• 既約 l -可積分表現

←→ 多項式 Pi(u) (i = 0, . . . , n) (ただし Pi(0) = 1 と正規
化). (Drinfeld多項式の類似)

←→ 半単純元 s ∈ ∏n
i=0 GL(ni,C)(共役類)

• L(P ) =既約表現

M(P ) = K
Q

GL(ni,C)×C∗(L) の (s, ε)における特殊化

=⇒ ∃ [M(P ) : L(Q)]を計算するアルゴリズム .

(Kazhdan-Lusztig多項式の類似)

参考

リー環の基本関係式. (生成元 ei, fi, hi) (i ∈ディンキン図式の頂点)

[ei, fj ] = δijhi,

[hi, hj ] = 0,

[hi, ej ] = Cijej , [hi, fj ] = −Cijfj

ad e
1−cij

i ej = 0, ad f
1−cij

i fj = 0, (i 6= j)

ただし, Cij はカルタン行列である. アファイン・リー環のときには, さらに dと
いう生成元を付け加え,

[d, hi] = 0, [d, ej ] = δ0jej , [d, fj ] = −δ0jej

という関係式を加える. カルタン行列が可逆でないのがその理由. (付け加えない
ものを考えることもある.)
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量子展開環の基本関係式. (生成元 ei, fi, hi) (i ∈ディンキン図式の頂点)

eifj − fjei = δij
ti − t−1

i

qi − q−1
i

,

qhiqhj = qhj qhi ,

qhiejq−hj = qCij ej , qhifjq−hj = q−Cij fj

1−CijX
p=0

(−1)pe
(p)
i eje

(1−Cij−p)

i = 0,

1−CijX
p=0

(−1)pf
(p)
i fjf

(1−Cij−p)

i = 0, (i 6= j)

ただし,

ti = q(αi,αi)hi/2, qi = q(αi,αi)/2,

e
(n)
i = en

i /[n]i!, f
(n)
i = fn

i /[n]i!,

[n]i! = [n]i[n− 1]i · · · [1]i, [n]i =
qn
i − q−n

i

qi − q−1
i

量子アファイン環のときは, 上と同様に qd を付け加え,

qdqhi = qhiqd, qdejq−d = qδ0j ej , qdfjq−d = q−δ0j fj

を課す.
アファイン・リー環のループ・リー環の中心拡大としての表示

Lg = g⊗C C[z, z−1]bg = Lg⊕Cc⊕Cd

cは中心元

[d, X ⊗ zm] = mX ⊗ zm

[X ⊗ zm, Y ⊗ zn] = [X, Y ]⊗ zm+n + mδm+n,0(X, Y )c

量子アファイン環の Drinfeld 表示

• 生成元 : ei,r, fi,r (i ∈ I, r ∈ Z), q±hi , q±c/2, q±d, hi,m

(i ∈ I, m ∈ Z \ {0})

• 基本関係式

q±c/2 は中心元

q0 = 1, qhiq−hi = 1, qdq−d = 1, qc/2q−c/2 = 1,

[qhi , qhj ] = 0, [qhi , hj,m] = 0, [qhi , qd] = 0,
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ψ±i (z)ψ±j (w) = ψ±i (w)ψ±j (z),

ψ−i (z)ψ+
j (w) =

(z − q−(αi,αj)qcw)(z − q(αi,αj)q−cw)

(z − q(αi,αj)qcw)(z − q−(αi,αj)q−cw)
ψ+

j (w)ψ−i (z),

[qd, qhi ] = 0, qdhi,mq−d = qmhi,m,

qdei,rq−d = qrei,r, qdfi,rq−d = qrfi,r,

qhiej,rq−hi = q〈hi,αj〉ej,r, qhifj,rq−hi = q−〈hi,αj〉fj,r,

(q±sc/2z − q±〈hi,αj〉w)ψs
j (z)x±i (w)

= (q±〈hi,αj〉q±sc/2z − w)x±i (w)ψs
j (z),h

x+
i (z), x−j (w)

i
=

δij

qi − q−1
i

n
δ
�
qc w

z

�
ψ+

i (qc/2w)− δ
�
qc z

w

�
ψ−i (qc/2z)

o
,

(z − q±2w)x±i (z)x±i (w) = (q±2z − w)x±i (w)x±i (z),

−〈αi,hj〉Y
p=1

(z − q±(b′−2p)w)x±i (z)x±j (w)

=

−〈αi,hj〉Y
p=1

(q±(b′−2p)z − w)x±j (w)x±i (z), if i 6= j,

X
σ∈Sb

bX
p=0

(−1)p

�
b
p

�
qi

x±i (zσ(1)) · · ·x±i (zσ(p))x
±
j (w)x±i (zσ(p+1))

· · ·x±i (zσ(b)) = 0, if i 6= j,

ただし qi = q(αi,αi)/2, s = ±, b = 1 − 〈hi, αj〉, b′ = −(αi, αj), で, Sb は b

個の文字の対称群. また δ(z), x+
i (z), x−i (z), ψ±i (z) は, 次の母関数である:

δ(z)
def.
=

∞X
r=−∞

zr,

x+
i (z)

def.
=

∞X
r=−∞

ei,rz−r, x−i (z)
def.
=

∞X
r=−∞

fi,rz−r,

ψ±i (z)
def.
= q±(αi,αi)hi/2 exp

 
±(qi − q−1

i )
∞X

m=1

hi,±mz∓m

!
.
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