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§1 擬正則曲線1からホモロジー的ミラー対称性まで

始めに，擬正則曲線やミラー対称性について，多くの概説に述べられ
ていることを繰り返す．（たとえば，[Fu7],[Yau], [VZ]など参照．）それら
のことについての知識がある人は飛ばしてかまわない．

定義 1. 　シンプレクティック多様体とは，多様体2Mとその上の 2次微分
形式 ωの組であって，dω = 0, ωn 6= 0（決して 0にならない）なるもの
を指す．(2nはMの次元．）

シンプレクティック多様体についての，次の 2つの基本定理を述べて
おく．

定理1.（Darboux）　シンプレクティック多様体 (M,ω)は局所的には自明．
すなわち，任意の点p ∈ Mに対して，その近傍Upと，ϕ : Up → Cnなる中
への微分同相写像で，ϕ∗ω0 = ωなるものがある．ここで ω0は

∑
dxi∧dyi

である．（zi = xi +
√−1yiが複素座標．）

1pseudoholomorphic curve の訳語は，深谷はしばしば「概正則曲線」を用いてきた
が，他の人はほとんど擬正則曲線を用いているようなので，今後はそちらにしたい．

2以後多様体などは，断らない限り常に C∞ 級とする．
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定理 2.（Moser） 　（境界の無いコンパクト）シンプレクティック多様体
の変形で，シンプレクティック形式を変えないものは自明である．すなわ
ち，シンプレクティック多様体の族 (M,ωt) で，[ωt] ∈ H2(M ;R)が tに
よらないものに対して，ϕt : M → M なる微分同相写像の滑らかな族で，
ϕ∗t ωt = ω0 なるものがいつも存在する．

この 2つが基本定理であるが，1970年代初頭ぐらいまでは，これを超
えて多くがわかっていたわけではない．たとえば，次のことはわかって
いなかった．

「同一の多様体M上の 2つのシンプレクティック構造ω1, ω2があって，
[ω1] = [ω2] ∈ H2(M ;R)となるとき，ϕ : M → M なる微分同相写像で，
ϕ∗ω2 = ω1なるものはあるか？」

次の Gromovの結果がはじめての例である．C2に ω0 = dx1 ∧ dy1 +

dx2∧dy2なるシンプレクティック構造を考える．D2(r) = {z ∈ C||z| < r}
とおく．

定理 3.（Gromov，圧縮不能性定理の一例） 　M1 = D2(2) × D2(1/2),

M2 = D2(1)×D2(1)とするとき，ϕ : M1 → M2なる微分同相で，ϕ∗ω0 =

ω0なるものは存在しない．

注: 　ここで，ϕ0(z
1, z2) = (z1/2, 2z2)とすると，ϕ∗0(ω0 ∧ω0) = ω0 ∧ω0 な

る，M1とM2の間の微分同相になる．Miは可縮だから，[ω0]は自明である
が，積分

∫
Mi

ω0∧ω0は不変量である．したがって，たとえば，D2(2)×D(1)

とD2(1)×D(1)の間に，ω0を保つ微分同相がないことは直ちにわかる．

Gromovは定理 3を擬正則曲線を使って示している．定理 3は開多様体
の例だが，閉多様体に対しても，同様な例がある．その証明も擬正則曲線
によっている．すなわち，下記の，「非線形方程式を “トポロジー”に使う
典型的パターン，あるいは「位相的場の理論」の方法，が使われている．

（１）M（＋たとえばシンプレクティック構造）に付加的な構造αを足す．
（２）これを使って非線形方程式を作り，その解の数を「数える」．（解の
なすモジュライ空間でコホモロジー類を積分するなど，より複雑な手続
きをすることもある．）
（３）得られた数が αによらないことを証明する．

このパターンを創始したのは Donaldsonで，4次元多様体の不変量を
Yang-Mills方程式を用いて定義したのが最初である．
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以下にGromov-Witten不変量のについての荒く要約をする．ここでは，
出発するのは，シンプレクティック多様体 (M, ω)で，αは概複素構造で
ある．

定義 2. 　(M, ω)のシンプレクティック構造と整合的な概複素構造 JMと
は，(1) J : TM → TM , (2) J2 = −1, (3) ω(X, JX) ≥ 0, 等号は X = 0

の場合のみ成り立つ， (4) ω(JX, JY ) = ω(X,Y )，の 4つの条件が成り
立つことを指す．

命題 1. 　任意の (M, ω)に対して，それと整合的な概複素構造全体の集合
は空ではなくまた可縮である．

証明は線形代数である．
次に Σをリーマン面とし，jΣ : TΣ → TΣ をその複素構造とする．

定義 3. 　ϕ : Σ → M が擬正則とは，その各点での微分 dpϕ : TpΣ →
Tϕ(p)Mが jΣ-J(複素）線形であることを指す．（つまり，dpϕ(jΣV ) = J(dpϕ(V ))）．

さて，g,mを 0以上の整数，β ∈ H2(M ;Z)とする．（2g + m ≥ 3また
は β 6= 0と仮定する．）次の条件を満たす組，((Σ, ~p), ϕ) を考える．

(1) 　Σは種数 gのリーマン面．
(2) 　~p = (p1, · · · , pm)は相異なるΣの元m 個の (順番の付いた)組．
(3) 　ϕ : Σ → Mは擬正則写像で，ϕ∗([Σ]) = β.

(1),(2),(3)を満たす，2つの組 ((Σ, ~p ), ϕ)，((Σ′, ~p ′), ϕ′)が同型（((Σ, ~p ), ϕ) ∼
((Σ′, ~p ′), ϕ′)）とは，ψ : Σ → Σ′なる双正則写像 (リーマン面の同型）が
あって，ψ(pi) = p′i，ϕ′ ◦ ψ = ϕが成り立つことを指す．

定義4. 　(1), (2), (3)を満たす ((Σ, ~p ), ϕ)の同型類全体をMg,m((M, ω, J), β)

と書き，その (仮想)基本ホモロジー類 (virtual fundamental class)をGromov-

Witten不変量と呼ぶ．

定義 4の正当化の要点を以下に記す ( 詳しくは [FO]などを見よ．)．

(い) 　Mg,m((M,ω, J), β)には「よいコンパクト化CMg,m((M,ω, J), β)」
が存在する．(コンパクト化の元を安定写像 (stable map)と呼ぶ．
(ろ) 　Mg,m((M, ω, J), β)の (実)次元（仮想次元）は

dimMg,m((M,ω, J), β) = 2(n− 3)(1− g) + 2n + 2nm + c1(M) ∩ β

である．（これが Gromov-Witten不変量のサイクルとしての次数である．）
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(は) 　Mg,m((M,ω, J), β)は，局所的には，軌道体上の軌道束 (orbibun-

dle)の切断の零点集合としてあらわされる．このことを利用して，その
基本ホモロジー類は Q上で定義される．
(に) 　ev : CMg,m((M,ω, J), β) → Mm×CMg,mが定義される．ここで，
CMg,mは種数 gのm点付きリーマン面 (安定曲線）のモジュライ空間で
ある．ただし，2g + m < 3のとき（β 6= 0である）この成分は考えない．
（つまり，evはMmへの写像である．）さらに，m = 0のときは evは考え
ず，2(n− 3)(1− g) + 2n + 2nm + c1(M) ∩ β = 0 のときのみ考え，この
場合は数 (CMg,m((M,ω, J), β) の「元の数」）が Gromov-Witten不変量
である (有理数）．evの定義は

ev((Σ, ~p), ϕ) = ((ϕ(p1), · · · , ϕ(pm)), [(Σ, ~p)])

である．Gromov-Witten不変量は

GWg,m((M,ω, J), β) ∈ H2(n−3)(1−g)+2n+2nm+c1(M)∩β)(Mm × CMg,m;Q)

である．
(ほ) 　Gromov-Witten不変量は Jなどによらず，シンプレクティック多
様体 (M, ω)のみから定まる．さらに，シンプレクティック構造の連続変
形で不変である．

たとえば，3次元Calabi-Yau多様体の場合（n = 3, c1(M) = 0の場合）
には，m = 0ならば 2(n− 3)(1− g) + 2n + c1(M) ∩ β = 0がどの gでも
成り立ち，すなわち，m = 0の場合のGromov-Witten 不変量は有理数で
ある．

Gromov-Witten不変量の理論の最大の難点は，計算法である．すなわ
ち，Gromov-Witten不変量は一般に計算が難しい．(非線形方程式の解の
数を調べるのは難しい．）ミラー対称性は，その有力な計算法を与えるも
のである，とも見ることができる．以下，3次元Calabi-Yau多様体に限っ
て（g = 0の）Gromov-Witten不変量に関するミラー対称性の主張の一端
を述べる．まず，GW0,3((M, ω, J), β) ∈ H6(M

3;Q)に注意する．(CM0,3

は 1点であった．) これから，
⊕

k1+k2+k3=6

QM
0,3 : Hk1(M ;Q)⊗Hk2(M ;Q)⊗Hk3(M ;Q) → Q[[q]] (1)

が

QM
0,3(P1, P2, P3) =

∑

β

T β∩ω(P1 × P2 × P3) ∩ [GW0,3((M,ω, J), β)]
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で定義される．(1)はポアンカレ双対を用いると，

Hk1(M ;Q)⊗Hk2(M ;Q) → Hk1+k2(M ;Q[[q]]) (2)

とみなせる．これは q = 0とおくと，カップ積と一致する．その意味で
(2)はカップ積の変形とみなせる．これを量子カップ積という．((2)は結
合法則を満たす．)

3次元Calabi-Yau多様体の場合は，k1 = k2 = k3 = 2 である場合だけ
が本質的である．そのとき，Qは有理数であるGromov-Witten不変量

mβ = GW0,0((M,ω, J), β) ∈ Q
を用いて，

Q(P1, P2, P3) =
∑

β

mβqβ∩ω(P1 ∩ β)(P2 ∩ β)(P3 ∩ β) (3)

とあらわされる．H2(M ;Q)上のQ[[T ]]値の関数

F (ω + P ) =
∑

β

mβqβ∩(ω+P ) (4)

を用いると

Q(P1, P2, P3) = − ∂3

∂t1∂t2∂t3
F (ω + t1P1 + t2P2 + t3P3)

∣∣∣∣
t1=t2=t3=0

が成り立つ．正確に言うと，右辺を qが定数であるかのごとくに計算し
た後，でてくる log qを −1と置いたのが左辺である (log qの形になって
いない qはそのままにしておく)．q = e−1とおくことができれば，こうい
う回りくどいことをいわなくてもいいのだが，q = e−1としたときの (4)

の収束が一般には証明されていない．
(4)の F のことを，Gromov-Wittenポテンシャルと呼ぶ．

次に湯川結合の復習をする．Moserの定理により H2(M ;R)は M の
シンプレクティック構造のモジュライ空間の接空間とみなせる．湯川結
合は複素構造の変形の接空間上に定義される．M †を 3次元 Calabi-Yau

多様体とする．小平-Spencerの一般論により，M †の複素構造の変形は
H1

∂
(M †; TCM †) （すなわち，M †の複素接ベクトル束を係数とする 1次

Dolbeaultコホモロジー）であらわされる．Tian-Todorovの定理により，
Calabi-Yau多様体の変形理論では倉西写像

H1
∂
(M †; TCM †) → H2

∂
(M †; TCM †) (5)
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は自動的に 0になり，したがって，H1
∂
(M †; TCM †)は複素構造のモジュラ

イ空間の接空間を与える．
Calabi-Yau多様体では，Λ3,0M † ∼= Cである．（これを Calabi-Yau多様
体の定義にする3．）この同型のとり方を決めておく．すなわち正則 3形式
Ωをとっておく．(決め方などにはここでは触れない．）すると，その双対
により

iΩ : Λ3TCM † ∼= C
も決まる．これにより，

Yu : H1
∂
(M †; TCM †)⊗H1

∂
(M †; TCM †)⊗H1

∂
(M †; TCM †) → C (6)

が

Yu(X1, X2, X3) =

∫

M†
(iΩ ⊗ 1)(X1 ∪X2 ∪X3) ∧ Ω

できまる．これが湯川結合である．これは，周期写像の言葉で表すこと
ができ，するとピカール・フックス方程式との関係などがわかるが，筆
者は詳しくないので述べない．

予想 1.（有理曲線に関してのミラー対称性予想） 　MとM †が互いのミ
ラーとすると，Ωと同型Mir : H2(M ;Q) ∼= H1

∂
(M †; TCM †) が定まり4，

次の式が成り立つ．(ただし右辺では q = e−1を代入する．代入したもの
が収束することも，予想の一部である．）

Yu(Mir(P1), Mir(P2), Mir(P3)) = Q(P1, P2, P3)

予想 1は種々の多様体の場合に (特に最初に予想が立てられた 5次曲面
の場合に）Giventalらによって証明されている．それらの証明では，不
動点公式（群作用を用いた局所化）を用いて，Gromov-Witten不変量を
計算するのが要点である．
となると，不満が残る．すなわち，これらの証明は，ミラー対称性が
予想された物理的直感をそのままはあまり正当化していない．すなわち，

3必要におおじて，さらに，ホロノミー群の接空間への表現が既約なことを仮定する．
これは，ホロノミー群が SU(n)に丁度一致すること同値である．また，Mが完備なら，
M の普遍被覆空間が Rを直積因子（ド・ラーム分解における）を持たないことと同値
である．また，Mがコンパクトなら，Mが単連結であることとも同値である．ただし，
トーラスなどを含めることにして，この仮定を入れない方が例が増えるなどの利点があ
る場合もある．文脈でわかると期待して，この仮定が入っているかどうかはいちいち断
らない．

4Mirはミラー写像と呼ばれているもの (の微分）である．
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シンプレクティック多様体側（Gromov-Witten不変量）と複素多様体側
（周期積分あるいは湯川結合）を独立に計算し，それが等しいことを見て
いる5．
振り返れば，もともとミラー対称性予想が理論物理で見出されたのは，
次のような過程であった．

(イ） 　Calabi-Yau多様体があると，共形場の理論ができる．共形場の理
論を作るやり方には 2通りあり，Aモデル，Bモデルと呼ばれる．
(ロ） 　共形場の理論にはある対称性があり，これで移すことにより，M

から Aモデルで作った共形場の理論と，M †から Bモデルで作った共形
場の理論が同型になる．
(ハ） 　共形場の理論から決まるある数 (3点関数?）があり，それが Aモ
デルでは Gromov-Witten不変量GW0,3すなわちQ（量子コホモロジー
環の構造定数）に，Bモデルでは湯川結合になる．

この議論で，共形場の理論と言う言葉を使ったが，これは数学ではす
でに確定した意味を持っており，それを（たとえば擬正則曲線を使って）
厳密に作るには，現在はほど遠い状況にある6．それで，もう少しぼかし
て，単に場の理論と呼んでおく．いずれにしても，空間から場の理論を
作り，その間の同型を示し，その帰結として，Gromov-Witten不変量と
湯川結合の関係を示したいのである．

注： 　「弦理論が重力理論を含む」ということの意味を考えると，「M 上
の場の理論」と「空間M」を分ける必要はないかもしれない．すなわち，
「場の理論」が「空間」のことなのである，といってもよいかもしれない．

ホモロジー的ミラー対称性は，そのような方向にミラー対称性をより
深化させたものとみなすことができる．

M †を複素多様体とする．OM†をM †の構造層とする．連接OM†加群層
全体のなすカテゴリーを Coh(M †)と書く．多分Grotendieckによる，次
の哲学を思い出そう．

「Xそのものより，カテゴリーCoh(M †)の方が重要である．すなわち，
この場合「空間」とはカテゴリー Coh(M †)のことである．」

シンプレクティック多様体Mに対しては，その中のラグランジュ部分
多様体を対象とするとする（A∞）カテゴリー Lag(M)が定まる7．ホモ

5理論物理から来る発想をまったく使っていないわけではないと思われるが，その辺
はより微妙で筆者には説明できない．

6量子効果がない Bモデルの場合には試みがあるようである．
7Kontsevitchが Fukaya categoryと呼んだもの．
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ロジー的ミラー対称性予想はとりあえずは，次のように述べられる．

予想 2. 　Coh(M †)の導来圏と，Lag(M)の導来圏8は同型である．

注： 　予想 2が予想 1を導くかどうかは，まだ未解決な問題である．[Ko]

などを見ると，なにやら書いてあるし，いくつかのアイデアもあるが，確
立した厳密な証明はない．

以下本稿では予想 2の証拠となることのいくつかを述べる．述べない
ことも含めてそれを列挙すると以下の通り．

(A) 　いくつかの状況で，Lag(M)の自己同型と Coh(M †)の自己同型の
対応が観察されている．（これについては，2つの場合を §2と §3でそれぞ
れ説明する．）
(B) 　トーラスの場合かなりの程度にチェックされている．（これは述べな
い．Polishchuk-Zaslow[PZ](楕円曲線), Fukaya[Fu1]（高次元）をみよ．）
(C) 　Strominger-Yau-Zaslow[SYZ]によるミラー多様体の構成について
の提案と，族の Floerホモロジーを合わせることで，証明のアイデアが得
られる．（この路線は筆者が今研究しているもののひとつなのだが，あち
こちに書いたので今回は述べない．[Fu4], [KS], [Fu6]などを見よ．）
(D) 　変形理論との関係，2以上の種数への一般化，安定性など，非常に
多くの深く精緻な構造に関して，両者で平行した構成が可能であり，得
られる構造に深い類似が見られる．（§4などを見よ．安定性については述
べるつもりだったが，時間切れになった．[VZ] の 38.4節の解説が比較的
まとまっている．）
(E) 　Fano多様体と特異点理論 (Landau-Ginzburg模型)の場合の類似
の予想が様々な場合に証明されている．（これは述べないが，§2には関係
がある．）また，4次曲面の場合にも，最近 Seidelによって証明されたと
いう．

この節の残りでは，ホモロジー的ミラー対称性とブレインの理論との
関係などについてもう少し述べる．

予想 1はモジュライ空間の接空間上の積構造の一致として理解された
（この節で一応説明済みとする）．予想 2のカテゴリーの同型，特に射の
(高次の）合成をあらわす演算の一致は，その一般化と理解できる．この
ことを説明する．

M †の複素構造のモジュライ空間をMc(M
†)と書く．（H1

∂
(M †, TCM †)は

その接空間であった．そして湯川積はその上の積構造であった．）ここで
8A∞ カテゴリーの導来圏の定義は [Fu2]参照．

8



モジュライ空間Mc(M
†)を拡大することを考える．すなわち，M †上の

複素ベクトル束E → M † を考えて，M †の複素構造と Eの正則ベクトル
束の構造の組を考える．Mc(M

†, E)をこのような構造の組のモジュライ
空間とする．つぎのような写像の列があることが直ちにわかる．

Mc(E) →Mc(M
†, E) →Mc(M

†). (7)

ここでファイバーMc(E)はM †の複素構造を固定したときのE上の正則
ベクトル束の構造のモジュライ空間である．（これはM †の複素構造に一
般にはよるから (7)はファイバー束とは限らない．）

(7)のシンプレクティック多様体 (M,ω)側での対応物は次の通りであ
る．まず，シンプレクティック構造のモジュライ空間をMs(M)とする．
Moserの定理により，写像Ms(M) → H2(M ;R)，[M, ω] → [ω] があり，
局所的には同型を与える．（大域的には全射とも単射ともいえない．）この
写像は明らかに開写像である．（これは微分形式が非退化という条件が小
さい摂動で保たれることによる．）この事実は，Calabi-Yau多様体の変形
理論で倉西写像が自動的に 0になるという前に引用したTian-Todorovの
定理に関わる．

注： 　Calabi-Yau多様体が平坦なド・ラーム因子（普遍被覆空間のリー
マン多様体としての直積因子）を持たないと，H2(M ;C) ∼= H1,1(M)で
ある．したがって，Ms(M)はケーラー構造の変形空間（ケーラー錐）と
局所的には一致する．(大域的にはわからない．）

Mのラグランジュ部分多様体Lを考える．Lと L′がハミルトン同相で
移りあうとき Lと L′は同値，なる同値関係を考える．

注： 　Lがラグランジュ部分多様体とは，dim L = 1
2
dim Mで，シンプ

レクティック形式の Lへの制限が 0であることを指す．ϕ : M → Mがハ
ミルトン同相であるとは，ϕt : M → Mと f : M × [0, 1] → Rがあって，
ϕ0 = id, ϕ1 = ϕ,が成り立ち，さらに，ft(x) = f(t, x)とおいたとき

ω

(
∂ϕt

∂t
, X

)
= dft(X)

が成り立つことを指す．このような ϕは自動的に ωを保つ．

Lの部分多様体としてのイソトピー類を決めて，ちょっといい加減な記
号法だが Lと書く．そのイソトピー類に属するラグランジュ部分多様体
のハミルトン同相による同値類全体をMs(M, L)preとかく．preが付いて
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いるのは，これには修正が必要だからで，正しくは [FOOO]の (Floerホ
モロジーの定義可能性の) 障害が消えるラグランジュ部分多様体全体を
Ms(M, L)とする (§4を見よ．そこで説明する，Maurer-Cartanスタック
M(L)が (8)のファイバーMs(L)である)．

Ms(L) →Ms(M, L) →Ms(M). (8)

なる (7)に類似の写像の列が得られる．これを用いると予想 2の一部を次
のように言い換えられる．

予想 3． 　(M, L)に対して，(M †, E)がそのミラーであるとき，(7)は (8)

に同型になる．

Ms(L)の一点での（ザリスキー）接空間はFloerコホモロジーHF 1(L, L)

で，Mc(E)の一点での（ザリスキー）接空間は Ext1(E, E)である．よっ
て，予想 3は Floerホモロジーと Extの一致と関わる．また，その上の積
構造の一致とも次のようにして関わる．Ms(M), Mc(M

†)の場合は，変
形の障害 (倉西写像）は自動的に 0であったが，ベクトル束の変形や，ラグ
ランジュ部分多様体のFloerホモロジーの定義可能性の障害は 0ではない．
予想 3はこの二つが一致することを予想する．変形の障害あるいは倉西
写像を冪級数展開すると，コホモロジー（Ext(E,E)9またはHF (L,L)10）
上の積構造A∞構造の構造定数がその係数になる（§4で説明する．）．し
たがって，予想 3から Extと Floerホモロジーが積構造もこめて一致する
ことが（ほぼ）従う．
振り返って，Ms(M), Mc(M

†)の場合を考えてみると，これらの場合
は，変形の障害が消えるため，いわば 2次的な不変量が現われ，それが
湯川積や (量子）カップ積であると考えられるのではないか．ただし，こ
の言い方を正当化するやり方を筆者が持っているわけではない．

§2 自己同型の一致 I −シンプレクティック多様体のデーンのねじりと
フーリエ・向井変換 −
以下述べることは，おもに Seidel（Kontsevitchのアイデアが一部その前

にあった）による．Seidel-Thomas[ST], Seidel-Khovanov[SK], Seidel[Se1],

Aspinwall [As]など参照．

9End(E)係数の Dolbeaultコホモロジー
10Floerホモロジー
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以下 (M,ω)をシンプレクティック多様体11，(M †, JM†)を複素多様体と
する12．

M からは (A∞)カテゴリー Lag(M)が定まる．M の対称性をあらわ
すのは，群 Aut(M, ω) = {g : M → M |g∗ω = ω} であるが，この群
より大きい群が Lag(M)に作用することがしばしばある．すなわちカテ
ゴリー Lag(M)の自己同型を AutLag(M)と書いたとき，AutLag(M) ⊃
Aut(M, ω)である．
一方で，Aut(M †, JM†)（すなわち (M †, JM†)の双正則同型のなす群）を

考える．(M †, JM†)の解析的連接層のなすカテゴリーの導来圏13を DM †

と書く．AutDM † ⊃ Aut(M †, JM†)は明らかであるが，等号は一般には成
立しない．
ホモロジー的ミラー対称性から

AutLag(M) ∼= AutDM † (9)

が従う．一つの面白い点は，(9)で Aut(M,ω)の元が対応する AutDM †

の元が必ずしも Aut(M †, JM†)の元とは限らないことである．すなわち
(M,ω)のシンプレクティック同相 f : M → M に対して，そのミラーで
ある自己同型 f † : DM † → DM †が必ずしもM †の自己同型からは得られ
ないことである．以下でその例を挙げる．具体的には，fはデーンのねじ
り，f †はある種のフーリエ・向井変換である．

2-1 デーンのねじり．
以下でシンプレクティック多様体でのデーンのねじりを説明する．まず
リーマン面Mの場合を考える．` ⊂ Mを S1とし，そのホモロジー類は
0でないとする．このとき，`に沿ったデーンのねじりとは，Mを `でき
り，1回ねじって，貼り替える操作に対応する微分同相 f`である．（次ペー
ジの図 1を見よ．）

f`はホモロジーに次のように作用する．

f`∗([γ]) = [γ]− ([`] ∩ [γ])[`]. (10)

これは次のように一般化することができる．(M2n, ω)を 2n次元のシンプ
レクティック多様体とする．L0 ⊂ Mなるラグランジュ部分多様体（すな
わち dim L = n, ω|L = 0）で，n次元球面に微分同相であるとする．

11ω を略すことがしばしばある．
12JM† もしばしば省略する．
13定義は 2-2にある．
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命題 2. 　シンプレクティック同相 fL0 : M → Mであって，次の条件を満
たすものが存在する．

(1) fL0は L0のある近傍の外では恒等写像に一致する．
(2) fL0∗(α) = α− (α ∩ [L0])[L0]が任意の α ∈ Hn(M)に対して成り立つ．

fL0 の起源は複素幾何学の下記の構成にある．π : M̂ → D2なる 2次
元円盤上の複素多様体の族で，t ∈ D2 − {0}に対しては π−1(t) ∼= Mで，
π−1(0)はMで L0を 1点につぶした多様体になっているものがあるとす
る．すなわち，L0が消失サイクルであるとする．このとき，0 ∈ D2の
周りのモノドロミーはM → Mなる写像を定めるが，これが fL0である．
複素幾何学ではこの fL0はピカール・レフシッツ理論で有名である．シン
プレクティック版は Seidelの一連の論文で詳しく調べられている．

注： 　nを偶数とする．L0はラグランジュ部分多様体であるから，法束
は接束に同型で，よって [L0] ∩ [L0] = 2である．したがって，

fL0∗([L0]) = −[L0]

である．さらに，L0, L1, · · · , LN ⊂ Mで，それぞれの Liが命題 2の仮定
を満たし，

Li ∩ Lj =

{
1 j = i + 1のとき

0 それ以外.

とする．このとき，fLi∗は Hn(M ;C)上 [Li]に直交する超平面達による，
境映変換群（An型の）のように作用する．実は，ハミルトン同相を法と
した，シンプレクティック同相の群の中で，fLi

たちが境映変換群をなす
ことが，Seidel-Khovanov[SK]によって示されている．

デーンのねじりとミラー対称性の関係を論じよう．HF (L1, L2)で 2つ
のラグランジュ部分多様体L1, L2の間のFloerホモロジーを表す．Floerホ
モロジーとデーンのねじりに付いて次に述べることの類似物が Seidel[Se1]

で証明されている．

「定理 4.」 　Mを c1(M) = 0であるシンプレクティック多様体，L0 ⊂ M

を球面と同相なラグランジュ部分多様体とする．L1, L2を別のラグラン
ジュ部分多様体とする．このとき，次の長い完全系列が存在する．

→ HF (L0, L1)⊗HF (L2, L0) → HF (L2, L1) → HF (L2, fL0(L1)) →
(11)
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Seidelが示した定理はここで述べた場合ではなくて（それで「定理 4」
と括弧が付いている），(M, ω),Liが完全（exact）である場合である．（そ
の場合には定理 4にあたることが [Se1]で厳密に証明されている．）ここ
で (M,ω)が完全とは，dθ = ωであるような，θが存在することを指し，
Liが完全とは，θ|Li

= dhiなる関数 hiが存在することを指す．Mがコン
パクトならば，[ω] 6= 0であるから，Mは完全にはなり得ない．Mがコ
ンパクトでない場合，たとえば特異点を解消したものの近傍の場合など，
が典型である．正確な仮定は [Se1]をみよ．
「定理 4」はゲージ理論におけるFloer完全系列に起源を持つ．それにつ
いて説明しよう．Xを 3次元多様体とし，K ⊂ Xをその中の結び目とする．
Nをホモロジー球面と仮定する．Kの管状近傍N(K)をXから除いたも
のX−N(K)を考える．Kをはる曲面Σ（つまり境界付で向きの付いた 2

次元多様体で，∂Σ = Kなるもの）をとり，∂(X−N(K))∩Σを longitude

[`] ∈ π1(∂(X − N(K)))とよぶ．また，π1(∂(X − N(K))) → π1(N(K))

の核の生成元に当たる閉曲線を meridian [m] ∈ π1(∂(X − N(K)))とよ
ぶ．a[m] + b[`]が 0になるように，X − N(K)に中身の詰まったトーラ
スを張ったものをXの (a, b)手術といいX(a, b)とかく．X(−1, 0)はホモ
ロジー球面，X(0, 1)は S1 × S2と同じホモロジー群を持つ．このとき，
（Yang-Mills方程式を用いて定まる）3次元多様体の Floerホモロジーに
関して，

→ HF (X(−1, 0)) → HF (X) → HF (X(0, 1)) →

なる長い完全系列が知られている．（Floer[Fl2],Braam-Donaldson [BD]）．
（ただし，HF (X(0, 1))は w1 6= 0である捩れた SO(3)束の接続を用いて
定義する．）Atiyah-Floer予想（ゲージ理論とシンプレクティック幾何学
の Floerホモロジーの一致）のもとに，Floerの完全系列は Seidelの完全
系列に一致すると考えられている．
以下で，「定理 4」の意味と証明のアイデアについて若干の説明をする．
まず Floerホモロジーの定義について復習する．Mをシンプレクティッ
ク多様体，La,Lbをそのラグランジュ部分多様体とする．（以下のことがそ
のまま成り立つのは，M ,La,Lbが完全である場合であるが，然るべき修
正を加えて，より一般の場合も成り立つ．）簡単のため，LaとLbは横断的
に交わっているとする．このとき，Floer複体CF (La, Lb)とは，La ∩ Lb

の元 pに対して，１つづつ生成元 [p]をもつ，Z上の自由加群である．す
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なわち，
CF (La, Lb) =

⊕
p∈La∩Lb

Z[p].

p ∈ La ∩ Lbに対して，Maslov-Viterbo指数，という整数 µ(p)がさだま
り，これで CF (La, Lb)は次数付き加群になる．また，La ∪ Lbに境界を
もつ擬正則曲線を用いて，境界作用素

∂ : CFk(La, Lb) → CFk−1(La, Lb)

がさだまり，∂2 = 0が成り立つ．FloerホモロジーHF (La, Lb)は

HF (La, Lb) =
Ker∂

Im∂

である．
さて，「定理 4」の状況を考えると，次のことが成り立つ．

補題 1.

fL0(L1) ∼= (L1 ∩ L2) ∪ ((L0 ∩ L1)× (L0 ∩ L2))

補題の証明は次ページの図 2を見て欲しい．
さて，補題から，加群の準同型

CF (fL0(L1) ∩ L2) ∼= CF (L1, L2)⊕ (CF (L1, L0)⊗ CF (L0, L2))

がわかる．境界作用素を調べることで，鎖複体の完全系列

0 → CF (L1, L0)⊗ CF (L0, L2) → CF (fL0(L1) ∩ L2) → CF (L1, L2) → 0

が導かれる．（本当はここが肝心なのだが省略する．）これから「定理 4」
が導かれる．

2-2 フーリエ・向井変換
以上はシンプレクティック多様体側での構成であったが，この構成のミ

ラーに当たる構成を複素多様体側で行う．そのため，まず導来圏の復習
をする．
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M †を複素多様体とする．OM†をその構造層とする．（すなわち，OM†

はM †上の正則関数の芽のなす層である．）OM†加群層のなす余鎖複体F·

を考える．すなわち，FiなるOM†加群層達と，d : Fi → Fi+1なる準同型
たちで，d ◦ d = 0なるものがあるとする14．2つの余鎖複体 F·,G·の間の
準同型とは，ϕi : Fi → Gi たちで，d ◦ ϕi = ϕi+1 ◦ dを満たすもののこと
を指す．2つの準同型ϕと ψが（鎖）ホモトピックとは，H i : Fi → Gi−1

で，
d ◦H i + H i+1 ◦ d = ϕi − ψi

を満たすものが存在することを指す．
余鎖複体の準同型はコホモロジー群の間の準同型を導くが，ホモトピッ
クな写像がコホモロジーに導く準同型は一致する．
余鎖複体の準同型ϕ : F· → G·が弱ホモトピー同値であるとは，それが

コホモロジー群に導く写像ϕ] : H(F·) → H(G·)が同型写像であることを
指す．
さて，M †上の連接層のなす圏の導来圏DM †は次のようにして定義さ

れる．DM †の対象はM †上の連接層のなす余鎖複体の弱ホモトピー同値
類である．DM †の射は余鎖複体の準同型のホモトピー類である．
導来圏はアーベル圏にはならないが，3角圏になる．アーベル圏になら

ないという意味は，射の核や余核は定義されないということを意味し，と
くに完全系列の概念は意味を成さない．3角圏になるという意味は，完全
3つ組み（exact triple）の概念が意味をもつことを意味する．（それから
コホモロジーに移ると長い完全系列が得られる．）3角圏の定義は [GeM]

あたりを見てもらうことにして，ここでは DM †での完全 3つ組みの定義
すなわち写像錐の構成を説明する．
余鎖複体の準同型ϕ : F· → G·が与えられたとき，その写像錐Cone(ϕ)

は次のように定義される余鎖複体である．

Cone(ϕ)k = Fk+1 ⊕Gk

d : Fk+1 ⊕Gk → Fk+2 ⊕Gk+1, d(a, b) = (da, (−1)kϕ(a) + db).

d2 = 0が容易にわかる．さらに，余鎖複体の短い完全系列

0 → G → Cone(ϕ) → F[1] → 0 (12)

14通常，有界性条件すなわち i < I0で Fi = 0などが仮定される．ここではそれにつ
いては省略する．
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が成り立つ．ここで F[1]は Fの次数を一つずらした余鎖複体すなわち
F[1]k = Fk+1である．

(12)から長い完全系列

· · · → Hk(F) → Hk(G) → Hk(Cone(ϕ)) → Hk+1(F) → Hk+1(G) → · · ·

が得られるが，連結準同型Hk(F) → Hk(G)は ϕ]に一致する．ある ϕに
対する，F → G → Cone(ϕ) → F[1]に弱ホモトピー同値である DM †の
対象と射の組を，完全 3つ組み (exact triangle)とよぶ．

さて，複素多様体M †の側で「球面と同相なラグランジュ部分多様体」
に対応するのが，球面的対象（sperical object）である．

定義 5. 　EなるM †の連接層が球面的対象であるとは，

Extk(E,E) ∼= Hk(Sn;C)

が成り立つことを指す．（nはM †の複素次元で，Snは n次元の球面．Ext

は自分自身への準同型のなすベクトル束の Dolbeaultコホモロジーのこ
と15．）

たとえば，Mが Calabi-Yau多様体とし，Eを直線束とすると，

Extk(E,E) ∼= Hk
∂
(M ;C) ∼= Hk(Sn;C)

であるから，任意の直線束は球面的対象である．
さて，MのミラーがM †であるとする．L0 ⊂ M をラグランジュ部分多
様体で球面と同相であるとする．L0のミラーである連接層Eがあるとし
よう．ホモロジー的ミラー対称性はHF (L0, L0) ∼= Ext(E,E)を主張する．
HF (L0, L0)は L0のホモロジー群とスペクトル系列で結びついている16．
L0が球面であることよりスペクトル系列は退化し，HF (L0, L0) ∼= H(Sn)

になる．すなわち，Eは球面的対象である．デーンのねじり fL0が引き起
こすLag(M)の自己同型のミラーに当たるDM †の自己同型を，Eを用い
て構成するのが，次の目標である．

F·を連接層の余鎖複体とする．Hom(E,F·)を考える．これは連接層の
導来圏の対象として定義できる．（すなわち，Extk(E, Fi)が k > 0なる k

15Eがベクトル束の場合は．
16[FOOO] 参照
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に対して全て消えるように F· を取り替えておいてから，Hom(E,Fi) 達
を考える）．次の射が存在する．

Hom(E,F·)⊗ E → F· (13)

すなわち，(α, u) 7→ α(u) である．

定義 6. 　
TE(F·) = Cone(Hom(E,F·)⊗ E → F·)

すなわち，(13)の写像錐．

TEはフーリエ・向井変換の一種である．このことを説明する．まず，フー
リエ・向井変換の復習をする．M1, M2を複素多様体，Kを D(M1 ×M2)

の対象とする．函手 TK· : DM1 → DM2が

TK(F·) = π2∗(K· ⊗ π∗1F
·)

で定まる．ここで πi : M1 ×M2 → Miは射影，⊗は導来圏におけるテン
ソル積（Torkが k > 0で 0になるように代表元を取り替えてからテンソ
ル積を取る）である．TK·をフーリエ・向井変換という．
定義 6の変換は，M1 = M2 = M †,

K = Cone(π∗1(E
∗)⊗ π∗2E → i∆OM†)

とすれば得られる．ここで i∆ : M † → M †×M †は対角集合への埋め込み
である．
さて定義 6の変換について，次のことが定義から直ちにわかる．

命題 3. 　任意のG·に対して，次の長い完全系列が存在する．

→ Ext(E,F·)⊗ Ext(G·,E) → Ext(G·, F·) → Ext(G·, TE(F·)) →

証明は (12)からわかる．命題 3は ExtをHF と読み替えると「定理 4」
になる．これが TEが fL0のミラーであることの根拠の一つである．
別の根拠として，特性類のレベルでこの二つが一致することをみよう．

M を 2n次元のシンプレクティック多様体M †をそのミラーとする．ミ
ラー対称性予想の一つは次のコホモロジーの同型である．

Hn(M) ∼=
⊕

k

Hk,k(M †) (14)
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同型 (14)もMirと書く．
(14)とホモロジー的ミラー対称性の関係を考えよう．L ⊂ Mをラグラン

ジュ部分多様体，Mir(L)をそのミラーである連接層とする．[L] ∈ Hn(M)

であるが，その (14)による像は何になるべきか考える．

定義 7. 　Calabi-Yau多様体M †上の連接層 F の向井ベクトルMu(F)を

Mu(F) = ch(Mu(F))
√

td(M †) ∈
⊕

k

Hk,k(M †)

で定義する．ここで chは Chern指標，tdは Todd指標をあらわす．

予想 4. 　(14)で基本ホモロジー類は向井ベクトルに移る．すなわち

Mu(Mir(L)) = Mir[L].

もちろん，ミラーの定義も (14)の定義も一般にはないから，予想とし
ても数学的に定式化されているものではない．しかし，ミラー対称性が
成立する状況では，間違いなく成り立つと信じられている．予想 4の根
拠は例えば次のことである．

M †を 3次元 Calabi-Yau多様体とする．⊕kH
k,k(M †)上の反対称内積

〈·, ·〉を
〈x, y〉 = (−1)k

∫

M†
x ∧ y

(x ∈ Hk,k(M †))で定義する．ch(E∗)k = (−1)kch(E)k (()kは Hk,k(M †)成
分をあらわす) であるから，Riemann-Rochの定理により，

∑

k

(−1)krank(Extk(F,G)) = 〈Mu(F), Mu(G)〉 (15)

が成り立つ．一方，ラグランジュ部分多様体 L1, L2について
∑

k

(−1)krankHF k(L1, L2) = [L1] · [L2] (16)

がわかる．（これはMaslov-Viterbo指数が 2を法として p ∈ L1 ∩ L2の交
点数への寄与が +か −かで決まることを使うと，定義から得られる．）
ホモロジー的ミラー対称性

Extk(Mir(L1), Mir(L2)) ∼= HF k(L1, L2)
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を考えると，(14)が内積を保つならば，(15)と (16)で話があっているこ
とがわかるであろう．（何を仮定して何を示しているのか頭がこんがらが
るかもしれない．ここでは単にいくつかの予想の整合性を見ているだけ
で，何から何を証明しているわけでもないと思うのが一番よい．非常に
多くのことが話があっている．嘘だったらこんなに話が合うはずがない
というのがミラー対称性17の最大の根拠のようである．）

fL0で [L]は

fL0∗([L]) = [L]− ([L] ∩ [L0])[L0] (17)

に移った (境映変換）．TEで移すと向井ベクトルはどう変換されるか見
よう．

補題 2. 　Eが球面的対象であるとき，次の式が成り立つ．

Mu(TE(F·)) = Mu(F·)− 〈Mu(E), Mu(F·)〉Mu(E)

補題 2が (17)とぴったり対応している．補題 2の証明は容易である．ま
ず定義より，

ch(TE(F·)) = ch(F·)−
∑

k

(−1)krank(Extk(E,F·))ch(E)

√
tdをかけて，また (15)を用いれば，補題が得られる．

2-3 5次超曲面の場合
以上はモジュライ空間の 1点の周りの話であるとみなせる．（デーンのね

じりは，S3が退化するモジュライ空間の点の周りのモノドロミーであっ
た．）5次超曲面の場合にこれをつなぎ合わせて，モジュライ空間の大域
的な様子との整合性をチェックすることができる．以下に説明するこの計
算が Kontsevichがホモロジー的ミラー対称性を提出した初期に行った計
算であると思われる．[As]にはもう少し別の場合についての計算も行わ
れている．

M †を CP 4のなかの 5次超曲面とし，そのミラーをMとする．
ここで 5次超曲面は複素多様体の構造の方を考え，Mの方はシンプレ
クティック構造の方を考え，ホモロジー的ミラー対称性 Lag(M) ∼= DM †

を考察する．（Candelas達に始まりGivental達が証明をつけた一連の研究
17あるいは一般化に「Duality」
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では，5次超曲面MのGromov-Witten不変量を調べるのに，そのミラー
M †の複素構造の変形を調べたから，ここで考えているのとシンプレク
ティック多様体側と複素多様体側が逆になっている．）

M の複素構造のモジュライ空間Mc(M) がM †のシンプレクティック
構造のモジュライ空間Ms(M

†)に対応する18．今の場合は，H2(M)は 1

次元である．また，Mc(M)の方はよくわかっていて，C/Z5である19．す
なわち，τ ∈ Cに対して，

x5
0 + x5

1 + x5
2 + x5

3 + x5
4 + 5τx0x1x2x3x4 = 0 (18)

であらわされる曲面を Z4
5の作用で割ったものの特異点解消が (M, Jτ )で

ある．ここで，Z4
5
∼= {(α0, · · · , α4)|α5

i = 1, α0α1α2α3α4 = 1}で作用は，
(α0, · · · , α4)(z0, · · · , z4) = (α0z0, · · · , α4z4)である．このとき，(M, Jτ ) ∼=
(M,Je2πi/5τ )がわかるので，モジュライ空間Mc(M)は C/Z5である．
Mc(M)のコンパクト化には無限遠点P∞のほかに 2つの特異点P1, P0

がある．（P0 = [0], P1 = [1]である．）P1ではM †は特異点をもちその特異
点はMのあるラグランジュ部分多様体であるL0 = S3を 1点につぶしたも
のになっている．実際 (18)は (e2πim0/5, e2πim1/5, e2πim2/5, e2πim3/5, e2πim4/5)

n0 + n1 + n2 + n3 + n4 = 0で特異点をもつ．Z4
5の作用でこれらの特異点

は移りあうから，特異点は 1点である．τが他の 1の 5乗根の場合も同様
である．

注： 　(18)をZ4
5の作用で割ったものは τが 1の 5乗根でなくても，特異点

はあるが，それらは作用からくる商特異点でこれを解消することにより，
得られるのがMτである．τが 1の 5乗根だと余分に特異点が生じる．）

τ = 1の周りでのモノドロミー α : M → M は fL0 である．(P1は
conifold pointと呼ばれる．)

次に P∞の周りのモノドロミーを βとする．P∞は極大退化点と呼ば
れる．
最後に P0では，Mは位数 5の自己同型を持つ．モジュライ空間は P0

で軌道体でその等化部分群（ isotropy subgroup）が Z5である．P0の周り

18すぐ上に書いたのと話が逆ではないかと思われるかもしれないが，書き間違いでは
ない．先をみればこれでよいことがわかると思う．一言で言うと，シンプレクティック
同相を作るために，複素構造のモジュライを考えているのである．言い換えると，シン
プレクティックカテゴリーでピカール・レフシッツ理論をするのだが，たまたま積分可
能な複素構造があるので，それを使っているわけである．

19このあたりについては，[COGP]参照．
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のモノドロミーは α ◦ β にホモトピックである．したがって，コホモロ
ジーのレベルでは

(α ◦ β)5 = 1 (19)

が成り立たないといけない．
αのミラーに当たるDM †の自己同型を Sと書く．αはデーンのねじり

fL0であったから，Sは TEである．ここで Eは L0のミラーに当たる球面
的対象である．Eは構造層OM†であるとされている20．すなわち

S = TO
M† .

次に，βのミラーに当たる自己同型を T とする．T も知られていて

T (F·) = F· ⊗ H (20)

である．ここで HはO(1) → CP 4のM †への制限である21．
S,T ともに複素多様体の自己同型としては実現されていない．（そのミ

ラーはシンプレクティック多様体の自己同型として実現されている．）
ここでしたいチェックは (ST )5がコホモロジーのレベルで恒等写像で
あること，すなわち，次の等式である．

ch((ST )5F) = ch(F) (21)

これは易しいのでやってみよう．([As]から引き写してきたものである．）
H = c1(H)とする．

td(M †) =
H

1−e−H

5H
1−e−5H

= 1 +
5

6
H (22)

である．（M †が 5次曲面であることに注意．分子が CP 4の Todd類，分
母がM † ⊂ CP 4 の法ベクトル束の Todd類である．）

∫

M†
H3 = 5 (23)

にも注意する．

20なぜかは説明程度ならあると思われるが，証明はない．
21これも証明されている命題ではないが．
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さて，ch(OM†) = 1に注意すると：

ch(T (F)) = ch(F)− ((ch(F) ∩ (1 +
5

6
H))1. (24)

が成り立つ．また S(F) = F⊗ Hより，

ch(S(F)) = eHch(F) (25)

である．あとは，これらの式を順につかって計算すればよい．例えば，
F = OM†の場合をやってみると：ch(F) = ch(T (F)) = 1, ch(ST (F)) = eH ,

ch(TST (F)) = eH −
(∫

M†
eH(1 +

5

6
H)

)
1 = eH − 5. ((23)を使う．)

ch(STST (F)) = e2H − 5eH , ch(TSTST (F)) = e2H − 5eH + 10,

ch(STSTST (F)) = e3H−5e2H +10eH , ch(TSTSTST (F)) = e3H−5e2H +

10eH − 10, ch((ST )4(F)) = e4H − 5e3H + 10e2H − 10eH , となり，

ch((TS)5(F)) = e5H − 5e4H + 10e3H − 10e2H + 5eH = (eH − 1)5 + 1 = 1

となって，(21)が得られる．

注： 　(ST )5 = 1はコホモロジーレベルでは成立するが，DM †の自己同
型の間の等式としては成立しない．(ST )5(F) = F[2]である22．

5次超曲面の場合の計算を，2-1,2-2により密接に関わらせるには，次
のように考える．Mc(M

†)の 5重被覆をとり，τ ∈ Cをパラメータにする
族を考える．すると，原点は特異点でなくなり，M †

τ が特異になるのは，
τが 1の 5乗根である 5点である．これらの 5点でつぶれるラグランジュ
S3 を L1, · · · , L5とする．M †から余次元 2の部分多様体（ケーラー形式
のポアンカレ双対）を除くと完全シンプレクティック多様体ができ，Li

はその中の完全ラグランジュ部分多様体になると思われる（未チェック)．
この状況は，複素モース理論から directed A∞カテゴリーを作った [Se2],

[Se3]の状況に当てはまり，その directed A∞カテゴリーは計算可能と思
われる．
以上の考察の次元を 1つ落とした場合を用いて，Seidelは 4次曲面のミ

ラー対称性を証明したのではないかと思うが，詳細は未出版のため不明．

22この注意は Seidelによる．その，4次曲面の場合のホモロジー的ミラー対称性の証
明（およびその期待される一般化）において重要である．
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なお，上の注意の (ST )5(F) = F[2] という事実は，Li達が，Lag(M †)を
生成することを示すのに使われるのであろう．

§3 自己同型の一致 II − Floerホモロジーのガロア対称性と極大退化
点でのモノドロミー −
§2では，シンプレクティック多様体Mのシンプレクティック同相が，ミ

ラーである複素多様体M †上の連接層の導来圏DM † の自己同型 (フーリ
エ・向井変換）でM †の自己同型（双正則写像）からは導かれないものに
対応する，という現象を眺めた．ここでは逆，すなわち複素多様体M †の
「自己同型23」が，Lag(M)の自己同型であって，M のシンプレクティッ
ク同相から導かれないものに対応する状況を説明したい．これは，Floer

ホモロジーのガロア対称性と筆者が呼んでいるものにかかわり，ミラー
対称性予想の正確な定式化を与えるために必要である．この節の参考文
献は [Fu5]である．

3-1 極大退化点
まず Calabi-Yau多様体の極大退化点について説明する24．（Large com-

plex structure limitと呼ばれる．）

π : M† → D2

を Cの円盤D2でパラメータがつけられた複素多様体の族とする．q 6= 0

に対して，M †
q = π−1(q)は滑らかなCalabi-Yau多様体であるとする．(そ

の複素次元は nとする．）M †
0は特異であるとするが，M†のなかでM †

0は
正規交叉因子（normal crossing divisor）であるとする．このとき，族M†

が極大退化族であるとは，
M †

0 =
⋃
i

Di

と規約成分の和に書いたとき，n + 1個のDi達が交わっているような点
が存在することをさす．

Hodge構造の変形 (variation of Hodge structure)の言葉を使うと，次
のように言い換えることができる．調和 (i, n− i)形式全体H i,n−i(M †

q )は，
qによらないベクトル空間Hn(M †;Z) ⊗ C の部分空間とみなすことがで
きる．（このことを用いて，H i,j(M †

q )をファイバーとするベクトル束には

23双正則同値とは多少ことなる．後に説明する．
243-1についての詳細は [LTY]参照．
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接続が入り，Gauss-Manin接続と呼ばれる．）このとき，H i,j(M †
q )の基底

ei,j;`(q)をしかるべくとると

∂

∂q
ei,j;`(q) ∈ H i−1,j+1(M †

q )

となるようにとることができる．これを Griffiths横断性と呼ぶ．このこ
とを用いると，γ ∈ π1(D

2 − {0})に沿った Hn(M †;C)のモノドロミー
（Gauss-Manin接続に関する）Nは

N(H i,j(M †
q0

)) ⊆
⊕

i′≤i

H i′,n−i′(M †
q0

)

を満たす．N0を Nが H i,n−i(M †
q )に引き起こす準同型を集めたものとす

る．（N0はユニタリで有限位数である．）すると，

(N −N0)
n+1 = 0

が得られる．極大退化点という条件は

(N −N0)
n 6= 0

という条件に置き換えられる．（以上については [LTY]など参照．）いくつ
か例を述べておく．
一番簡単な例は，楕円曲線である．τ ∈ hに対して T 2

τ = C/(Z⊕ τZ)と
する．(hは上半平面をあらわす．) x + iy 7→ x + (x + y)iなる同型を用い
れば，T 2

τ
∼= T 2

τ+1がわかるので，q = exp(2πiτ)とおくと，q ∈ D2 − {0}
をパラメータとする楕円曲線の族が定まる．この族は，0のファイバーを
I 型特異点（S2が自分自身と 1点で横断的に交わっているもの）とする

ことで，D2上の族になる．この場合のモノドロミーは

(
1 1

0 1

)
である．

次に
q(x4

0 + x4
1 + x4

2 + x4
3) + x0x1x2x3 = 0

であらわされるCP 3の超曲面 (4次曲面)の族がある．0のファイバーM †
0

はCP 2が 4個が横断的に交わった因子で，(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0),

(0, 0, 0, 1)の 4点を考えると，それらの点の周りでは 4つのうちの 3つの
既約成分が交わっている．
その次元を一つ上げたものが CP 4の 5次超曲面

q(x5
0 + x5

1 + x5
2 + x5

3 + x5
4) + x0x1x2x3x4 = 0
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で，これもM †
0は 5個の CP 3が横断的に交わる因子で，5点の周りでそ

のうち 4つの既約成分が交わっている．
ついでに，次元が下がった

q(x3
0 + x3

1 + x3
2) + x0x1x2 = 0

は楕円曲線の族で，原点のファイバーは I3型の特異点である．これは，
最初に考えた楕円曲線の族で底空間D2 − {0}の 3重被覆を取ったもので
ある．
他にもいろいろな例があるはずだが，筆者はそれほど詳しくないので

これだけにする．

3-2 モノドロミーと Ẑ作用 − 複素多様体側の構成 −
ここで考える複素多様体側の対称性は，[γ] ∈ π1(D

2−{0})に対応する
モノドロミーである．といっても，π : M† → D2 のD2 − {0}への制限
は，C∞多様体の範疇では，局所自明なファイバー束であるが，複素多様
体としては局所自明ではない．(Mqの複素構造は qが変わると動く．)そ
れで，モノドロミーは双正則写像にはならない．そこで π1(D

2 − {0})の
「DM †」への作用を考えるには，次のようにする．（実は DM †の定義その
ものを変える必要がある．）

D2
mを 0で m重分岐した D2のm重被覆とする．すなわちD2

m → D2

を qm 7→ q = qm
mとする．（qm = q1/m．）π : M† → D2を引き戻すと

πm : M†
m → D2

m

ができる．(D2
m−{0}までは簡単に引き戻せるが，0にどう拡張するのか

は微妙である．とりあえず何でもいいから拡張しておく．）
また，ε > 0に対して，D2(ε) = {z ∈ C||z| < ε}とおく．D2

m(ε)も同様
に考える．π−1

m (D2
m(ε))のことをM†

m(ε) と書く．
あるmと εに対する，M†

m(ε)− π−1
m (0)上の解析的連接層で，π−1

m (0)ま
で拡張されるもの Fを考える．このとき，F → M†

m(ε) − π−1
m (0), F′ →

M†
m′(ε′)−π−1

m′ (0)が同値とは，これらをあるM†
`mm′(ε′′)−π−1

`mm′(0)まで引
き戻して同型で，その同型写像が π−1

`mm′(0)まで有理型にのびること，と
定義する．
このような層たちの間の準同型とは，あるM†

m(ε)− π−1
m (0)に引き戻し

たときの準同型で，π−1
m (0)まで有理型に拡張されるものと定義する．こ
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れでアーベル圏ができ，その導来圏を作ることができる25．この導来圏を
DM†とかく．
次に，Ẑを Zの profinite completion とする．すなわち

Ẑ = lim
←−
Zm, (射影的極限.)

M†
m − π−1

m (0)上の層の成すカテゴリーには，Zm
26が被覆変換群として，

作用する．この作用を用いると，DM† への Ẑの作用を容易に作ることが
できる．DM†の元の間の射全体は

lim
−→
C[[qm]][q−1

m ], (帰納的極限.) (26)

上のベクトル空間とみなすことができる27．(26)の体は，形式的ローラン
級数体C[[q]][q−1]の代数的閉包である．これを ΛQnovと書く．Ẑはガロア
拡大ΛQnov/C[[q]][q−1] の連続ガロア群である．

注： 　ΛQnovは
∑

i aiq
λi ai ∈ C, λi ∈ Q, limi→∞ λi = +∞, なる形式和全

体である．シンプレクティック幾何学においては，この体は普遍Novikov

環として現れた．

幾何学的に言うと，ΛQnovはD2−{0}の「代数的普遍被覆」の関数体で
あり，ẐはD2 − {0}の「代数的基本群」である．
カテゴリーDM†への Ẑ の作用は，ガロア群としての Ẑの ΛQnovの作用

と整合的である．すなわち，次のことが成り立つ．
F, F′を DM†の対象とすると，Hom(F,F′)は ΛQnov ベクトル空間にな

る．このとき，ρ ∈ Ẑ とすると，Ẑの DM†への作用は

ρ∗ : Hom(F,F′) → Hom(ρ(F), ρ(F′))

を定める．これは，f ∈ Hom(F,F′), c ∈ ΛQnovに対して，

ρ∗(cf) = ρ(c)ρ∗(f) (27)

25この辺の構成は代数幾何ではおなじみのものであろう．エタール何とかとか，ログ
何とか，とか形式的何とか，とかではないかと思うが，勉強しきれていないので，正式
の名称をしらない．

26Zm は位数mの巡回群のこと．
27これは ε → 0なる極限をとっていることに対応する．実は上に書いたとおりだと，
形式的冪級数体 C[[qm]][q−1

m ]でなくて，収束的ローラン級数環が出てくる．それで，射
の定義を少し変えて，形式的ローラン級数体上のベクトル空間になるようにしておく．
(単にテンソル積を取って係数拡大するだけ．）
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を満たす．ここで ρ(c)は ρのΛQnov へのガロア群の元としての作用である．
以上のように書くといかにも物々しいが，実は構成を見てみると (27)

は明らかである．

3-3 Floerホモロジーのガロア対称性 − シンプレクティック多様体側
の構成 −
ホモロジー的ミラー対称性を正確に定式化するには，DM †ではなく，

DM†を使う方がよい．理由はいくつかある．

(1) 　一般の (極大退化点から遠い）複素多様体M †がMのミラーである
とき，M †の解析的連接層でMのラグランジュ部分多様体から来ないも
のがある28．Kaupstin-Orlov[KO]によると，アーベル多様体の場合です
でにそのような例を作ることができるという29．正しい定式化は，固定し
たM †上の解析的連接層ではなく，極大退化点の近傍の各Mqに対して，
その上の解析的連接層が定まり，それが qを動かしたとき複素解析的な
族をなしているとき (より正確にはパラメータ qは，3-2でそうしたよう
に，然るべき有限被覆に持ち上げる必要がある），それに対してラグラン
ジュ部分多様体（特異点を許すなど一般化が必要であるが）が定まると
すべきである．この状況では，複素多様体上の正則ベクトル束からラグ
ランジュ部分「多様体」を作る構成が，T 4の場合に西納の博士論文 [Ni]

で行われている．
(2) 　シンプレクティック多様体側で，単独のシンプレクティック多様体
から出発しても，実はシンプレクティック形式の定数倍を考えることで，
複素 1次元の族ができている．この点は 3-3で説明する．
(3) 　シンプレクティック多様体のラグランジュ部分多様体の Floerホモ
ロジーは係数環として，ΛRnov,0(後で定義する)を持つ．これは形式的冪級
数環の一種である．この形式的パラメータにある定数を代入することが
許されれば，C上のベクトル空間ができる．これは (2)の族から 1点を指

28Calabi-Yau多様体でそのミラーが存在すると考えづらいもの，たとえば変形が存在
せず rigidなもの，が知られているという．ラグランジュ部分多様体から来ない連接層，
は，この現象の Dブレーン版と考えられるのではないだろうか．極大退化点から離れ
た場所でのミラー対称性は，まだ未知の部分が非常に多くあると思われる．

29しかし，Kaupstin-Orlovはこの点を重大に捉えすぎており，ラグランジュ部分多様
体に対応するのは，因子だけでランクが 2以上のベクトル束のシンプレクティック多様
体側のアナロジーを見つける必要があるなどとと書いている．これは完全な誤解である．
(ランク 2以上のベクトル束がホモロジー的ミラー対称性でラグランジュ部分多様体に
移る例はトーラスの場合でもいくらでもある．)しかし，彼らが提案した coisotropic部
分多様体を考えるというアイデアは，極大退化点から離れた点でのミラー対称性を考え
る上では面白いと思う．
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定することに対応する．しかし，収束が証明されておらず，代入はでき
ない．そこで，むしろ形式的な族を考え，形式的冪級数の範疇で考える
必要がある．

以下上記の (2),(3)について，より詳しく説明し，それが，3-2のシンプ
レクティック側の対応物の構成にどう関わるかを説明する．
ミラー対称性のシンプレクティック多様体側では (M,ω)を考えたが，元

来は (M, ω+2π
√−1B)が考えられていた．ここでBはB場と呼ばれ，こ

こでは閉 2次形式としておく．実際，H1,1(M) ∼= H1
∂
(M †)と書いたとき，

少しごまかしていて，右辺は複素ベクトル空間,左辺は実ベクトル空間で
ある．本当は左辺はH1,1(M)⊗ Cと書くべきである．するとこれを接空
間にもつモジュライ空間はシンプレクティック構造のモジュライMs(M)

ではなくて，その複素化というべき，(M, ω + 2π
√−1B)たちのモジュラ

イである．
ここで大事な役割を果たすのが，次の事実である．

仮説. 　B0 ∈ H2(M ;Z)のとき，(M,ω+2π
√−1B)と (M,ω+2π

√−1(B+

B0))のミラーは同一の複素多様体になる．

この現象の具体例や説明は徐々に出てくる．
B場があるとき，対応するブレーンのモジュライは L ⊂ Mなるラグラ

ンジュ部分多様体とその上の U(1)接続∇付きベクトル束 Lであって，

F∇ = 2π
√−1B (28)

を満たすものの組とする．(左辺は曲率．）（ただし本稿ではこの場合はで
てこない．）
さて極大退化点に対応するシンプレクティック多様体（+B場）の族を
見つけるには，次のようにする．(M,ω)をシンプレクティク多様体とし，

[ω] ∈ H2(M ;Z) (29)

を仮定する．すると，τ ∈ hに対して，−√−1τω = (Imτ)ω − (Reτ)ω

はシンプレクティイク形式＋ B場になる．（hは上半平面をさす．すなわ
ち，Imτ > 0.）この族 (M,−√−1τω)を考える．そのミラーを (M †, Jτ )

とする．
−√−1τω −−√−1(τ + 1)ω ∈ √−1H2(M ;Z)

であるから，仮説 1を認めると，(M †, Jτ ) ∼= (M †, Jτ+1)である．よって，
q = exp(2π

√−1τ)と置くと，(M †, Jq)なるD2−{0}をパラメータにもつ
族M†ができる．これが極大退化点になると予想される．まとめると，
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予想 5. 　(29)を満たすシンプレクティック多様体に対して，極大退化点
を与える複素多様体の族M†が対応する30．

例として，トーラス (楕円曲面)を考えよう．M = (R2/Z2, dx ∧ dy)と
おく．このとき，(M †, Jτ )は実は C/(Z⊕ τZ)になることが分かる．
高次元のトーラスでも例を作ることができる．Γ ⊂ Znを有限指数部分

群とする．R2nに，
∑

dxi∧dyiでシンプレクティック構造を入れる．Γ×Zn

でこれを割ると，(T 2n, ω)が得られる．そのミラー (族)は Rn/Γ×Rn/Zn

に zi
τ = xi + τyi

∗ が複素座標になるように複素構造を入れたもの (T 2n, Jτ )

である．(xiは Rn/Γの yi
∗は Rn/Znの座標．)

(T 2n, Jτ ) ∼= (T 2n, Jτ+1)は

(xi, yi
∗) 7→ (xi, xi + yi

∗)

で与えられる．Imτ → ∞とすると，(T 2n, Jτ )の第 2成分のトーラスが
つぶれて T n に収束する．あるいは，複素幾何 (代数幾何）の言葉で言う
と，原点 q = 0に置くべきファイバーには，](Z/Γ) 個の既約成分を持ち，
交わり方も，Zの点のRn/Γでの配置で見える．（トーラスの場合は，0の
ファイバーは標準的なとり方があって，Néronモデル [Ne]31と呼ばれる．）

以下 3-3の残りでは，予想 5を前提に，シンプレクティック多様体側で
の，極大退化点の周りのモノドロミーの対応物を説明する．
まず，Floerホモロジーの係数環について説明する．Floerホモロジー

は完全シンプレクティック多様体の完全ラグランジュ部分多様体の場合に
は Z（あるいは向きの議論をサボれば Z2）上の加群になるが，一般には
そうはならない．これは，Floerホモロジーが多価モース関数 (あるいは
閉 1形式)のモース理論から定まることが理由であり，有限次元の場合に
閉 1形式のモース理論を考えたNovikov[No]はNovikov環という環を係数
環にした．ミラー対称性を考えるときは，次の形式的冪級数環の類似（わ
れわれは普遍Novikov環と呼んでいる）を用いるのが都合がよい．すな
わち，ΛRnov,0なる環を

∑
i aiq

λi ai ∈ C, λi ∈ R, λi ≥ 0, limi→∞ λi = +∞,

なる形式和全体とする．この環は 3-2でに出てきた ΛRnovの整数環である．
また，λi ∈ Rを λi ∈ Qで置き換え，ΛQnov,0 = ΛRnov,0 ∩ ΛQnovと定義する．

Floerの鎖複体は実はΛRnov,0上の複体である．すなわち，L1, L2が c1(M) =

0なるシンプレクティック多様体のMaslov指数が 0のラグランジュ部分
30任意のシンプレクティック多様体にミラーがあるわけではないから，(29)を満たす
任意のシンプレクティック多様体に対して，族M†が定まるわけではない．

31数論的代数幾何にもかかわる深い部分で，ろくに勉強せずによく分かっているかの
ごとくに書くのが心苦しいが・・・
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多様体（スピン構造を持つと仮定する）とすると，

CF (L1, L2) =
⊕

p∈L1∩L2

ΛRnov,0[p]

である32．Novikov環が出てくる理由は境界作用素を考えるとはっきりす
る．すなわち，

∂[p] =
∑

q∈L1∩L2

∑
ϕ

±q
R

ϕ∗ω[q] (30)

である．ここで，ϕに関する総和は，ϕ : [0, 1] → R → M なる擬正則写
像で，ϕ(0, t) ∈ L1, ϕ(1, t) ∈ L2, limt→−∞ ϕ(s, t) = p, limt→+∞ ϕ(s, t) = q

なるもの（のR作用に関する同値類）を動く33．Floerホモロジーで形式
的冪級数が必要になるのは，(30)の右辺の収束性 (十分小さい qに対する)

が示されていないからである．
まとめると，一般の状況では FloerホモロジーすなわちLag(M)におけ
る射の集合は，ΛRnov,0 上の自由加群である．
さて，前節ででてきたのは ΛRnovではなくて，ΛQnovである．この差を議
論するために有理ラグランジュ部分多様体という概念を定義する．まず，
[ω] ∈ H2(M ;Z)であったことに注意する．すると，(L,∇) → M という
M 上の U(1)束とその上の接続があり，

F∇ = 2π
√−1ω

である．(L,∇)を前量子化束 (prequantum bundle)とよぶ．ラグランジュ
部分多様体 L ⊂ Mに (L,∇)を制限すると，平坦になる．

定義 8. 　Lが有理ラグランジュ部分多様体とは，(L,∇)の Lへの制限の
モノドロミー表現 π1(L) → U(1)の像が有限群であることを言う34．

有理ラグランジュ部分多様体 Lに対して，[ψ] ∈ π2(M, L) とすると，
∫

ψ∗ω ∈ Q
32[FOOO]では qの代わりに T を記号として使った．また，そこではもうひとつの形
式的変数 eがあった．これはミラー対称性の研究で使われる状況（Maslov指数が 0の
とき）では不要である．

33本当は Floerホモロジーの定義にかかわる障害を消すための bが入る項が付く．bに
ついては次の節を参照.

34(L,∇) の Lへの制限が自明なとき，ボーア・ゾンマーフェルト軌道という（ボー
ア・ゾンマーフェルトのスペルは何回も間違えたので，ここではカタカナにする．）．
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が示される．このことを用いると，有理ラグランジュ部分多様体の場合
には，Floerホモロジー群の係数群が ΛQnov,0になることが分かる．
さて，Lag(M)の対象をもう少し正確に書くと，(L,L, b)である．ここ

で，Lはラグランジュ部分多様体であるが，ここでは有理ラグランジュ部
分多様体であると仮定する．Lは L上の平坦 U(1)束である．bについて
は次節を参照．この A∞カテゴリーを Lagrat(M)と書くことにする．

定理 5. 　Lagrat(M)には Ẑの作用がある．対象に対しては，1 = ρ ∈ Ẑ
の作用は，(L,L, b) 7→ (L,L⊗ (L,∇), bρ)で与えられる．射に対する作用
は Ẑの ΛQnov,0 へのガロア群としての作用と整合的である．

bはとりあえず無視すると，(L, L)は (L, L⊗ (L,∇))に移る．ρの作用
は τ 7→ τ + 1という対称性に対応していた．これが，A∞カテゴリーの対
称性にあがるというのが，定理の主張である．定理 5の対称性が，3-1の
モノドロミー対称性にミラーで移りあうとみられる．すなわち，

予想 6．Lagrat(M)の導来圏は（ Ẑの作用もこめて）DM†と同型である．

これが，ホモロジー的ミラー対称性予想の，筆者が考える限り，現在
最も正確な定式化である．両辺がきちんと定義されているという意味で，
括弧付きでないちゃんとした数学の予想であり，このまま成り立つと期
待される．

注： 　複素多様体側では，射の合成などカテゴリーの定義に現れる写像
は，実はある qmの収束冪級数である．したがって，予想 6が正しければ，
Floerホモロジーの境界作用素，積構造などは，ホモトピー同値で移すと，
収束することがわかる．Floerホモロジーの境界作用素，積構造などの収
束を示すプログラムとしては，現在これが唯一実行可能ではないかと筆
者に思われる方針であり，解析で直接擬正則円盤の数を評価することは
それよりはるかに難しいと思われる．これは，いわば，Artinの代数化定
理 (たとえば [Ar]，その後に Algebraization of formal moduliという一連
の論文も出ている)や Formal schemeを用いて，収束を示すことになる．
Kontsevich-Soibelman[KS]の rigid analytic geometryを使うという提案
も，同種のものと思われる．物理にこの種の議論が応用できれば，Artin

の代数化定理や Formal schemeがファインマン径路積分の収束証明に使
われる，という代数幾何学者が大喜びしそうなシナリオになるのだが．

定理 5の対称性は楕円曲線の場合に具体的に書くことができ，テータ
関数の関数等式

Θ(τ, z) = Θ(τ + 1, z)
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になる ([Fu5]をみよ)．これはテータ関数の関数等式のやさしいほうで，
深いほう

Θ(−1/τ, z/τ) = e−π
√−1/4Θ(τ, z)

をシンプレクティック側から見ることは難しい．楕円曲線のモジュライの
カスプにあたる点は極大退化点で，その近傍でミラー対称性は一番明確
に存在している．τ 7→ τ +1はカスプの近傍での対称であり，したがって，
ミラー対称性でみやすい．τ 7→ 1/τ はカスプを保たず，より深いと思わ
れる．すなわち結合定数の大きいものと小さいものをひっくり返す，「双
対性」のほうであると思われ，ミラー対称性からはなかなかみえない．

§4 変形理論の類似，擬正則円盤および高次種数の境界付リーマン面の
数え上げ

4-1 変形理論とホモトピー代数
変形理論の類似，特にシンプレクティック多様体側（ラグランジュ部
分多様体）の話は，筆者は何回も書いているので，できる限り短くすま
せる（それがすんだ後の 4-3が新しい部分である）．またミラー対称性と
かかわる部分に限る．[Fu3]が今のところ一番詳しく書いた解説である．
([FOOO] の改訂版に証明の細部も含めて述べる．Kontsevich-Soibelman

が本を書いているそうで目次だけ見せてもらった．)

まず複素多様体側から話を始める．M †を複素多様体とし，E → M †を
その上の正則ベクトル束とする．End(E)も正則ベクトル束であるから，そ
れを係数とするDolbeault複体Ω0,∗(End(E))を考えることができる．これ
には，微分∂のほかに，積∧が定まっている．すなわち，End(E)成分では，
写像の合成を，Ω0,∗側では微分形式の外積を取る．(Ω0,∗(End(E)), ∂,∧)

は次数付き微分多元環（differential graded algebra,以後DGAと略す）に
なる．すなわち，

∂
2
(u) = 0, ∂(u ∧ v) = (∂u) ∧ v ± u ∧ (∂v)

が成り立つ．（本稿では符号についての議論は省略する．）以後DGAには
単位元 1があるとする．DGA(Ω0,∗(End(E)), ∂,∧)は自分自身の上の次数
付き微分加群（differential graded module, 以後DGM35と略す）になる．
（DGMの定義も含めて読者に演習として残す．）

35DAGは標準的な略語だが DGMが標準的かどうかは知らない．
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補題 2．(Ω0,∗(End(E)), ∂,∧)のDGMとしての変形と，正則ベクトル束E

の正則ベクトル束としての変形は 1対 1に対応する36．

Esなる変形があったとき，Hom(E,Es)係数のDolbeault複体はDGA，
(Ω0,∗(End(E)), ∂,∧) 上のDGMになる．逆側の証明は省略する．

補題 2によって，ベクトル束の変形の問題が，代数の問題 (DGMの変
形の問題)になったわけだが，後者のVersal familyを与えるのがMaurer-

Cartan スタックである．これを定義しよう．(C, d,∧)をDGAとすると，
集合 M̂(C, d,∧)を b ∈ C1であって，

db + b ∧ b = 0 (31)

を満たすもの全体とする．(31)と通常の Maurer-Cartan 方程式の関係
は，明らかであろう．((31)もMaurer-Cartan方程式と呼ぶ．)(31)の解を
[FOOO]では bounding chain37と読んでいる．Maurer-Cartan元と呼んで
いる人もいる．さて b ∈ M̂(C, d,∧)とすると，C上に DGMの構造が

db(x) = dx + b ∧ x, a ∧b x = a ∧ x (32)

で決まる．(つまり微分だけ変えて，加群構造は変えない．）Maurer-Cartan

方程式は (32)がDGMになるという式を書き換えたものである．(C, db,∧)

が (C, db′ ,∧)に DGMとして同型なとき，b ∼ b′と書き，bと b′はゲージ
同値と呼ぶ38．M̂(C, d,∧)の元のゲージ同値類全体をM(C, d,∧)と書い
てMaurer-Cartan スタックと呼ぶ39．

補題 3．CをDGAとするとき，M(C)の原点の近傍は，CのDGMとし
ての変形の versal moduliである．

証明： 　Cを DGMとして変形し (C, ds,∧s)すると，Cはベクトル空間
としては変わっていないはずだから，x 7→ x ∧s 1で同型 C → Cを定め
る．すると ∧s = ∧としてよいことが分かる．次に ds = d + bsとすれば，
bs ∈M(C)である．

36補題として正確に定式化するには，位相を入れるなりして，変形の意味をはっきり
しないといけないがこれも省略する．

37日本語訳を決めていないので，このままにしておく．そのうち考えます．
38この定義はある定理の結論を定義に使ったようなもので安直過ぎる．もっといい定
義があるが，書くと長くなるのでサボる．[Fu3]または [FOOO]の改訂版をみよ．

39スタックの構造を入れるのは結構大変である．定義方程式はもう少ししたら出てく
る．
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2つの補題を合わせると，正則ベクトル束 Eの変形が Maurer-Cartan

スタックM(Ω0,∗(End(E)), ∂,∧) であらわされることになる．(もちろん
この場合の (31)は変形理論でおなじみの方程式だから，こんな回りくど
く言わなくてもいいが．）
多くの読者がご承知のように，ベクトル束のモジュライは局所的には
倉西写像

H1
∂
(M †; End(E)) → H2

∂
(M †; End(E))

の零点としてあらわされる．次に，倉西写像の構成を代数化して，一般
の DGAのMaurer-Cartanスタックに対して行うやり方を説明し，さら
に倉西写像の冪級数展開が積構造と関わる様子を説明する．DGAの範囲
でのこれらのことについての参考文献はGoldmann-Millson[GoM]で，と
くに Maurer-Cartanスタックが DGAのホモトピー型で決まることを証
明されいる．
ここでは違ったやり方をとり，まず話をA∞代数に一般化する．(C, mk)

(k = 1, 2, · · · )が A∞代数であるとは，以下の条件 (1),(2),(3),が満たされ
ることをさす．

(1) 　Cは次数付きベクトル空間．
(2) 　C[1]k = Ck+1とおく．このとき，

mk : C[1]k⊗ → C[1]

は次数 1の線形写像である．
(3) 　

∑

k+`=n+1

n−∑̀
a=0

±mk(x1, · · · ,m`(xa+1, · · · ), · · · , xn) = 0.

mkが k > 2で全て 0とすると，m1 = ±d, m2 = ±∧とおいて，DGAが
得られる．(符号は微妙であるが省略する．）

A∞代数Cに対して，m2
1 = 0であるので，そのコホモロジーH(C)が

決まる．m2はその上の結合的な積を決める．
A∞加群という概念が同様に定義され補題 2が成り立つ40．
Maurer-Cartanスタックの概念も一般化される．すなわち，

∑

k≥1

mk(b, · · · , b) = 0 (33)

40証明は [FOOO]の改訂版の Chapter 4でのべる．
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(b ∈ C1)が (31)の一般化である．ただし (33)の左辺は (31)と違って無限
和であるので注意を要する．収束 A∞代数とでもいうべき概念を定式化
するのが一つの方法であるが，この方法は後で述べるラグランジュ部分
多様体から定まるA∞ 代数には使えない．そこで，次のようにする．

Λを完備局所環とする．（Λ = C[[q]]あるいは，ΛQnov の整数環 Λ =

ΛQnov,0 = {∑ aiq
λi ∈ ΛQnov|λi ≥ 0}を考えればよい．）Λ+をその極大イ

デアルとし，b ∈ Λ+ ⊗C1に対して，(33)を考える41．このとき，左辺は
(完備性により）収束する．たとえば，Λ = C[[q]]のときは，bは qで割れ
るということだから，(33)のmkのでてくる項は qkで割り切れ，したがっ
て，(33)の右辺は形式的冪級数として意味を持つ．ゲージ同値の概念も
同様に定義できる．すなわち，

M(C)(Λ) = {b ∈ Λ+ ⊗ C1|(33)}/(Gauge equivalence)

でA∞代数のMaurer-Cartanスタックを定義する．（正確にはΛ 7→ M(C)(Λ)

なる函手と見る ([Fu3]を見よ)．）
さて，次に 2つのA∞代数 (C, mk),(C

′,m′
k)があったとき，その間のA∞

写像の定義をする必要があるが，これは省略する．A∞写像ϕはコホモロ
ジーの間の写像H(C) → H(C ′)を導くが，これが同型であるとき，ϕは
ホモトピー同値であるという42．次の定理が成り立つ．

定理 6. 　Maurer-Cartanスタックはホモトピー同値で不変である．

証明は [FOOO]の改訂版または [Fu3]参照．（DGA版が [GoM]にある．）
定理 6を使って，倉西写像 (Maurer-Cartanスタックの定義方程式)と，コ
ホモロジー上の積構造の関係を見たい．それには，次の定理を使うのが一
番明快である．A∞代数 (C, m)が標準的 (canonical)であるとは，m1 = 0

であることを指す．すなわち H(C) ∼= Cが標準的であることの条件で
ある．

定理 7. 　任意の A∞代数は標準的な A∞代数とホモトピー同値である．

定理 7で得られるA∞代数を標準モデルと呼ぶことにする．
この種の定理を最初に示したのは (A.Schwarzによると)[Ka] だそうで
ある．[KS]と [Fu3]には，ファインマン図を使った証明がのっている．こ

41ΛQnov,0の極大イデアル ΛQnov,+は {∑ aiq
λi ∈ ΛQnov|λi > 0}である．

42これもごまかした定義で，本来のホモトピー同値の定義は，逆向きの写像があって，
合成が恒等写像にホモトピックでであること，である．ホモロジーに同型を導くことと
この定義が同値であることは定理である．(A∞代数に対するWhiteheadの定理の類似．
[FOOO]をみよ．)
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の定理はたとえば繰り込み理論などとも関わると思われるが，ここでは
これ以上述べない．
さて，定理 6,7より，Maurer-Cartanスタックを調べるには，標準的な

A∞代数だけを考えればよい43．標準的な A∞代数の場合には，Maurer-

Cartan方程式 (33)は b ∈ H1(C)⊗ Λ+ に対して定義され，

∞∑

k=2

mk(b, · · · , b) = 0. (34)

である．mkはこの状況では

mk : (H1(C))k⊗ → H2(C)

である．m2はカップ積，m3はMassey積などになる．(34)の左辺がこの場
合の倉西写像であるとから，結局，倉西写像の冪級数展開がコホモロジー
上の積構造に一致するという，§1で述べた主張が示されたことになる．

4-2 Floerホモロジー定義のための障害と変形理論．
4-1の議論のシンプレクティック多様体側での類似物を構成したい．す

なわち，ラグランジュ部分多様体 LからMaurer-CartanスキームM(L)

を作りたい．4-1の一般論からは，A∞代数を作ればよいのだが，実は少
し変更が必要である．すなわち，4-2では，A∞代数は m1から始まって
いたのだが，ここではm0から出発する必要がある．これがフィルター付
きA∞代数である．4-1では一般の完備付置環Λを使ったから，その言葉
にしておく．（完備離散付置環だけを考えたのではでは不十分で，ΛQnov,0は
離散付置環ではない．任意の完備付置環で以下の議論が成り立つかどう
か証明をチェックしていない．ΛQnov,0と ΛRnov,0 を考えていただきたい

44．）
Cを次数付き自由Λ加群とする．C[1]を前と同様に定め，

mk : C[1]k⊗ → C[1]

なる次数 1の連続Λ準同型を考える．まず

m0 ≡ 0 mod Λ+

43出発するのが DGAでも標準的モデルは DGAではなく，A∞ 代数である．
44この辺は本格的な可換環論の一部で，筆者のような素人が山勘で大丈夫だろうなど

というと間違いそうなところであるから，安全のためこう書いておく．また，標数は 0
でないと，ホモトピー代数で困る点がある．
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を仮定する．また

∑

k+`=n+1

n−∑̀
a=0

±mk(x1, · · · ,m`(xa+1, · · · ), · · · , xn) = 0. (35)

が成り立つとする．これがフィルター付きA∞代数である．

注： 　(35)の右辺では，` = 0の場合が入っており，それに対応する項は

mk+1(x1, · · · , xa,m0(1), xa+1, · · · , xn)

である．

m0が 0でないので，

m2
1(x) = ±m2(m0(1), x)±m2(x, m0(1))

となり一般にはm1は微分ではない．しかし，Maurer-Cartan方程式は同
様に定義できる．すなわち，

∑

k≥0

mk(b, · · · , b) = 0 (36)

である．(36)の k = 0に対応する項はm0(1)である．これは一般には 0で
ないから，b = 0は (36)の根ではない．これが注意を要する点である．
フィルター付きA∞代数に 4-1の内容を一般化するとき，変更を要する
主な点を以下に記す．
まず，ホモトピー同値の定義に問題が生じる．(コホモロジーがないの

で．）しかし，m0 ≡ 0を仮定していることに注意して，R = Λ/Λ+に係数
を落とす．すなわちC = C/Λ+Cとし，mk ≡ mk mod Λ+とする．する
と，(C, mk)はRを係数とするA∞代数になり，特にm2

1 = 0である．よっ
て，コホモロジーH(C)が定義される．フィルター付き A∞写像がホモ
トピー同値であるとは，コホモロジーH(C)に導かれる準同型が同型で
あること，と定義する．すると定理 6はそのまま成立する45．
次に標準的の定義は m1 ≡ 0 mod Λ+とする．すると，定理 7が成立

する．

45フィルター付き A∞ 代数に対して，strongly gappedという条件をつける必要があ
る．
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さて，Cが標準的なフィルター付きA∞代数とすると，C = H(C)⊗R Λ

である46．そして倉西写像は

Kura : H1(C)⊗ Λ+ → H2(C)⊗ Λ+

として定まる．Kuraの 0次の項は m0(1), で 1次の項は b 7→ m1(b)であ
る．いずれも mod Λ+で 0(言い換えると q = 0で消える．）4-1での普通
の倉西写像は 2次の項から始まっていた．Kuraの冪級数展開の 2次以上
の項が積構造に対応する点は同じである．Maurer-Cartanスタックが空
でないと，その点を 0に取り直すことで Kuraの 0次の項すなわちm0 を
消すことができる．このようにすれば 4-2の定式化から 4-1の定式化に移
ることができる．

以上で代数の解説は一応終わったから，幾何に戻る．基本定理は次の
ものである．Mをシンプレクティック多様体 c1(M) = 0, L ⊂ M をラグ
ランジュ部分多様体とし，Lは (相対)スピン構造を持ち，さらにマスロ
フ指数 π2(M, L) → Zは 0と仮定する．

定理8.([FOOO]) 　フィルター付きA∞代数 (C(L), mk)が存在し，(C(L),mk)

は Lのド・ラーム複体にホモトピー同値である．(C(L),mk)のホモトピー
型は Lのハミルトン変形で不変である．

(C(L),mk)の係数環Λは一般にはΛRnov,0，Lが有理的ならΛQnov,0である.

定理 8は [FOOO]の主定理より，c1(M) = 0とマスロフ指数が 0という
余分な仮定が付いている．この仮定があると，Floerホモロジーは整数で
次数付けられるという利点があり，ミラー対称性への応用にはこの仮定の
もとで議論するのが自然である．M(L) = M(C(L),mk)とおく，すなわ
ち方程式 (36)の解のゲージ同値類全体である．標準モデルに (C(L),mk)

を置き換えると，C(L) = H(L;C)⊗Λである．したがって，(36)あるい
は倉西写像は

Kura : H1(L;C)⊗ Λ+ → H2(L;C)⊗ Λ+

とかける．言い換えると

Kura =
∑

i,k

qλiKurai,k

46R ⊂ Λでないとこれは成立しない．われわれの場合は R = Cなので成り立ってい
る．

40



Kurai,k : H1(L;C)k⊗ → H2(L;C)

と書け，Kurai,kは対称 C多重線形 k形式である．(Lが有理的ならば λi

は有理数で Kuraは qの一種の形式的 Puisequx級数である．) M(L)は
Kuraの零点集合である．
M(L)が空でなければ，M †上に解析的連接層Eがあり，そこから作ら

れるDGA (Ω0,∗(End(E)), ∂,∧)が (C(L),mk)とホモトピー同値 (A∞代数
として)になるというのが，ホモロジー的ミラー対称性のひとつの形であ
るが，(C(L), mk)はフィルター付きA∞代数であるから係数が合わない．
これを解決する議論は §3で説明した．多少オーバーラップするが繰り返
すと以下の通り．まず，L47は有理ラグランジュ部分多様体とする．する
と，族M†

m上の解析的連接層，正確にいうと，DM† の対称 Eが存在す
る．ここで，4-1のまねをすると，Eから，ΛQnov,0上の DGA(複素多様体
側では m0 = 0になっている）が定まる．これも (Ω0,∗(End(E)), ∂,∧) と
かく．（4-1のまねをどうやるのかは省略する．代数幾何のプロには自明と
思われる48．）

予想 7. 　(Ω0,∗(End(E)), ∂,∧)は (C(L),mk) とフィルター付き A∞代数
としてホモトピー同値．さらに，ホモトピー同値は Ẑ作用49をたもつ．

予想 7は予想 6の一部である．

4-3 巡回対象性と相対Gromov-Wittenポテンシャル
4-2の構成は量子カップ積 (+量子Massey積+ . . . )の相対化 (ラグラ

ンジュ部分多様体がある場合への)ということができる．次に Gromov-

Wittenポテンシャルにあたるものを考えたい．そのために A∞代数の巡
回対称性について論じる50．フィルター付きの場合も同様で，そちらを使
うからフィルター付きA∞代数に対して論じる．(C, mk)をフィルター付
きA∞代数とする．

定義 9. 　(C, mk)が巡回対象性を持つとは，非退化内積

〈·, ·〉 : Ck ⊗Λ Cn−k → Λ

があって，

〈mk(x1, · · · , xk), x0〉 = (−1)deg′ x0(deg′ x1+···+deg′ xk)〈mk(x0, x1, · · · , xk−1), xk〉
47L上の平坦 U(1)束を含めてもいいがあまり話は変わらないので省略する．
48が筆者はそうではないので，考えていると締め切りを過ぎそうなので．
49Ẑ作用が両方のフィルター付き A∞ 代数に対して構成できる．
50このあたりの議論は [ASZK]あたりに起源があるように思うが誰が始めたかよく知

らない．

41



が成り立つことを指す．(deg′ = deg +1.)

nはLの次元に対応する数で，ここでは 3とおもってよい．又,内積 〈·, ·〉
は

〈x, y〉 = (−1)deg x deg y〈y, x〉
を満たすとする．ここで取り上げる例では，内積はおおむねポアンカレ
双対である．
以後符号は再び省略する．また，n = 3とする．巡回対象性をもつA∞

代数 (C, mk, 〈·, ·〉) を考える．
定義 10. 　超ポテンシャル (super potential)，Ψ : C1 ⊗ Λ+ → Λ+ を次の
式で定義する．

Ψ(b) =
∞∑

k=0

1

k + 1
〈mk(b, · · · , b), b〉.

最初の 3つの項を書くと

Ψ(b) = 〈m0(1), b〉+
1

2
〈m1(b), b〉+

1

3
〈m2(b, b), b〉+ · · ·

である．巡回対称性の意義は次の補題に現われる．

補題 4. 　bが Maurer-Cartan方程式を満たすことと，bが超ポテンシャ
ルの臨界点であることは同値である．

証明: 　巡回対称性により

d

dt

1

k + 1
〈mk(bt, · · · , bt), bt〉

∣∣∣∣
t=0

= 〈mk(b0, · · · , b0),
dbt

dt
(0)〉

である．よって，

d

dt
Ψ(b)

∣∣∣∣
t=0

=

〈∑
mk(b0, · · · , b0),

dbt

dt
(0)

〉

である．補題はこれから明らか．

巡回対称性をもつA∞代数とその超ポテンシャルの例を挙げる．
まず X を実 3次元多様体とし，その上のランクmの平坦ベクトル束

E → Xを考える．End(E)係数微分形式全体Ω∗(End(E))を考える．E

の平坦接続は微分を決め，また，End(E)成分の合成と微分形式の積を
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使って，積∧がきまる．したがって，(Ω∗(End(E)), d,∧)はDGAになる．
（4-1節の (Ω0,∗(End(E)), ∂,∧)はその複素版である．）

〈u, v〉 =

∫

M

Tr(u ∧ v)

とすることで，巡回対称性が確かめられる．この場合の超ポテンシャルは

1

2

∫

M

Tr(db ∧ b) +
1

3

∫

M

Tr(b ∧ b ∧ b)

で，これはChern-Simons汎関数である．よく知られているように，Chern-

Simons汎関数の臨界点は平坦接続で，すなわち，Maurer-Cartan方程式

db + b ∧ b = 0

の解である．
次に，4-1節で定義したDGA，(Ω0,∗(End(E)), ∂,∧)を考える．これも，

〈u, v〉 =

∫

M†
Tr(u ∧ v) ∧ Ω

とすることで，巡回対称性をもつ．(Ωは Calabi-Yau多様体M †上の正則
(3, 0)形式であった．) 超ポテンシャルは正則Chern-Simons汎関数

1

2

∫

M†
Tr(db ∧ b) ∧ Ω +

1

3

∫

M†
Tr(b ∧ b ∧ b) ∧ Ω

で，その臨界点は E上の正則ベクトル束の構造に対応する．
さて，定理 8のフィルター付きA∞代数の巡回対称性を論じたい．幾何
学的には巡回対称性が明らかに存在するであることを説明するため，mk

の定義について少し述べなければならない．
まず，複体 C(L)は可算個51の Lの特異サイクルをとり，それが生成

する特異複体の部分複体とする．mkはおおよそ次のように定義される．
β ∈ π2(M, L)とする．モジュライ空間 M̃k+1(M,L; β)を次の条件を満た
す，(ϕ, ~p )全体とする52．

(1) 　ϕ : (D2, ∂D2) → (M,L)は擬正則．
51可算個にするのは Bairのカテゴリー定理を使うためである．
52モジュライ空間が片っ端からMなので紛らわしいが，このMはMaurer-Cartanス

タックではない．このモジュライ空間を使ってmを定義し，それを使って，Maurer-Cartan
スタックを定義するのだった．
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(2) 　~p = (p0, p1, · · · , pk)は ∂D上の k + 1個の点で反時計回りの順番に
なっている．
(3) 　ϕのホモトピー類は β.

PSL(2;R)すなわち D2の双正則写像全体が M̃k+1(M, L; β)に作用す
る．その商空間をMk+1(M, L; β)とする．
さて，P1, · · · , Pkを Lのサイクルとしたとき，

mk(P1, · · · , Pk) =
∑

β

qβ∩ωev0(Mk+1(M,L; β)× (P1 × · · · × Pk)) (37)

とおく．ここで

ev = (ev0, · · · , evk) : Mk+1(M, L; β) → Lk

を
ev(ϕ, ~p ) = (ϕ(p0), · · · , ϕ(pk)

とし，定義中の×は (ev1, · · · , evk)を使ってとったファイバー積である．
これで，mkのあらい定義ができた．
巡回対称性の議論にもどる．〈·, ·〉 をポアンカレ双対とする．すると，

(37)から容易に分かるように，

〈mk(P1, · · · , Pk), P0〉 =
∑

β

qβ∩ω ±Mk+1(M,L; β)× (P0 × P1 × · · · × Pk)

(38)

である．(ここでも×は (ev0, ev1, · · · , evk)を使ってとったファイバー積で
ある．) 定義を見るとMk+1(M, L; β)は名前つきの点 (p0, · · · , pk)の巡回
置換に関して対称だから，(38)は巡回対称性を持つように思える．これ
が，幾何学的には巡回対称性は明らかといった理由である．
しかし，実は巡回対象性の証明は大変厄介で，[FOOO] の 2000年版に
は書かれていない．問題点は横断正則性である．たとえば，β = 0の場合
を考えてみると，これは，特異複体 (singular chain complex)の中に，ポ
アンカレ双対と境界作用素とカップ積をすべてチェインレベルで実現す
る部分複体を作れ，という問題になる．もちろん，特異複体ではポアン
カレ双対はチェインレベルでは実現されない．これは対角集合の横断正
則性の問題で微分位相幾何学の根底問題であると同時に，場の量子論の
発散の問題にかかわる．なお，ド・ラームコホモロジーを使えば，β = 0

にかかわる部分については，巡回正則性を持つDGA（すなわちド・ラー
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ム複体）が構成できる．しかし，Mk+1(M, L; β)があらわすのはサイクル
であるいは特異な微分形式（カレント）であって，ドラーム理論とは相
性が悪い．すなわち，ド・ラーム理論を使えば問題が解決するわけでは
ない．

[FOOO]では小野薫氏と筆者が作ったモジュライ空間における横断正則
性の一般論 [FO]を用いたが，特異複体を用いて，すべての対称性を保っ
たまま，正しい摂動を見出すことはできなかった53．それで，定理 8のA∞
代数の巡回対称性の証明は 2000年版の [FOOO]にはない．しかし，最近
摂動の新しいやり方を考えることにより，ドラーム複体を用いて，巡回
対称性を満たすA∞代数が構成できることが分かったので，次に「定理」
として述べておく54．Mを c1 = 0である実 6次元シンプレクティック多
様体，Lをマスロフ指数が 0である，M のラグランジュ部分多様体とす
る55．Lは (相対)スピン構造を持つとする．(Ω(L), d,∧)を Lのドラーム
複体する．C(L) = Ω(L)⊗ΛRnov,0とする

56．ΛRnov,+を ΛRnov,0の極大イデア
ルとする．（つまり，

∑
aiq

λi ∈ ΛRnov,0で λi > 0なるもの全体である．

「定理 9.」 　C(L)上の巡回対称性を持つフィルター付きA∞構造mkで，
(C(L),mk) ≡ (Ω(L), d,∧) mod ΛRnov,+ なるものがある．(C(L),mk)は定
理 8の A∞代数にホモトピー同値である．

これを用いれば，超ポテンシャルがH1(L;C)⊗ΛRnov,+ 上に次のように
して構成できる．まず，(C(L),mk)の標準モデルを作る．標準モデルの
構成のファイアマン図を使うやり方（ [Fu3]をみよ）をみると，もともと
の A∞代数が巡回対称性をもてば，標準モデルも巡回対称性を持つこと
が分かる．標準モデルは，ベクトル空間としてH∗(L;C)⊗ΛRnov,+ であっ
たから，この上の超ポテンシャルは

Ψ : H1(L;C)⊗ ΛRnov,+ → ΛRnov,+

なる写像である．Ψ(b)は標語的には次のように書ける．bを ΛRnov,+係数
の調和微分 1形式とすると

Ψ(b) =
∞∑

k=1

∑

β

qβ∩ω

∫

Mk(M,L;β)

ev∗(b ∧ · · · ∧ b) (39)

53A∞構造の構成はチェインレベルで議論を行わなければならず，それで横断正則性
の議論は Gromov-Witten不変量にかかわるものなどより，より困難である．

54まだ証明を書いていないので括弧をつけておく．
55巡回対称性の議論はこれらの仮定がなくても一般のシンプレクティック多様体とラ

グランジュ部分多様体で成立する．
56Lが有理的なら ΛQnov,0
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ここで，被積分関数の b ∧ · · · ∧ bは Lkの各成分に bを置いて，積をとっ
たものである．

(39)には k = 0の項がない．k = 0の項はおおむね
∑

β

qβ∩ω](M0(M, L; β)) (40)

すなわち，Lを境界にもつ擬正則円盤を，重み qβ∩ω で数えたものであろ
う．(40)は Gromov-Wittenポテンシャルの定義式 (3)にかなり近い．し
たがって (40)を相対Gromov-Wittenポテンシャルとしたいのだが，それ
は well definedにならない．M0(M, L; β)の仮想次元は 0だが，数を数え
られるように摂動を加えると，(40)は摂動のとり方によってしまう．(39)

と (40)の和をとれば正しい相対Gromov-Wittenポテンシャルなるだろう
と筆者に教えてくれたのは Seidelである57．それで，その不変量を相対と
Superと Seidelの Sを使って，SGW不変量と呼ぶことにしたい58．すな
わち，

「定義 11.」

SGW ((M, L); b)

=
∑

β

qβ∩ω](M0(M,L; β)) +
∞∑

k=1

∑

β

qβ∩ω

∫

Mk(M,L;β)

ev∗(b ∧ . . . ∧ b)

定義 11の中に書いてある式は，そのままでは意味を成さない．すな
わち，Mk(M, L; β), k = 0, · · · ,たちを，巡回対称性を保ち，お互いの
整合性を保ちながら摂動しなければならない．それは「定理 9」と同様
にしてできるのだが，まだ証明を書いていないので，括弧をつけておく．
SGW ((M,L); b)は次の意味で不変量である．Φ : M → M ′がシンプレ
クティック同相とする．Lの Φによる像が L′であるとする．このとき，
Φ∗ : M̂(L) → M̂(L′) なる写像が導かれる59．

「定理 10」. b ∈ M̂(L)のとき，SGW ((M,L); b) は概複素構造や摂動の
とり方によらない．また，ϕ : M → M ′がシンプレクティック同相ならば，

SGW ((M,L); b) = SGW ((M ′, L′); Φ∗(b)).
57private communication. それには巡回対称性が必要であり，それは自分には今のと

ころ分からない，ともいっていた (2002年春)．
58Sが relativeの略でもあると分かってくれるのは日本人だけだろうが．
59M̂(L)は定理 9のフィルター付き A∞ 代数から決まるMaurer-Cartanスタックつ
まり超ポテンシャル (39)の臨界点の集合である．
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「定理 10」の証明の方針は時間があれば講演中に述べる．
SWGの定義と超ポテンシャルの定義の差は bによらない項である．し

たがって，補題 4より，bが SWGの臨界点であればMaurer-Cartan方程
式を満たす．さらに，臨界点の集合すなわちMaurer-Cartanスタック上
で局所的に定数である．すなわち，SGW ((M,L); b)は b ∈M(L)とき，b

を含むM(L)の連結成分のみによる．だから，おおよそ SGW ((M,L); b)

は (M, L)の不変量といってよいであろう60．
さて，これで次の予想が述べられる．

予想 8. SGW ((M, L); b)はそのミラーに当たる正則ベクトル束の正則
Chern-Simons不変量に一致する．

この予想は，たとえば予想 6,7に比べると，予想としても数学としての
完成度が低い．
さて，最後により先すなわち種数の高い境界付きリーマン面からの，写
像を数える話を少しする．これも同様な議論でできる気がしてきている
が，「定理 9」，「定理 10」より証明の細部を詰めている度合いがさらに小さ
いので，予想としておく．Σgを種数 gのリーマン面から円盤を除いた境界
付きリーマン面とする．Mg,k(M, L; β)を ϕ : (Σ, ∂Σ) → (M, L)なる擬正
則写像（Σgの複素構造も動かす）と，(p1, · · · , pk) ∈ ∂Σk（反時計回りに
並んでいる）の組のモジュライ空間とする．これを使ってSGW ((M,L); b)

のような量を定義すると，不変量になるかというと，そうはいかず，さら
に補正項が必要である．補正項の形はここでは長くなるので省略し，次
の結論だけを書いておく．Mを c1 = 0なる実 6次元シンプレクティック
多様体．L ⊂ Mをラグランジュ部分多様体とし，H∗(L;Q) ∼= H∗(S3;Q)

とする．(おそらくさらに Lに枠 (framing)を決めておく必要がある．)

予想 9．b ∈Mg,k(M,L; β)に対して，

SWGg(M,L; b) ∈ ΛRnov,0

が定まり，概複素構造や摂動によらない．SWGg(M, L; b)は ΛRnov,+を法
にして，Mの自明束の種数 gのChern-Simons摂動理論61の不変量に等し
い．また，

SGWg((M,L); b) = SGWg((M
′, L′); Φ∗(b)).

60M(L)が不連結であると，ミラー側では 2種類の解析的連接層（の圏の導来圏の対
象）が対応すると思われる．

61[AxS]
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更なる一般化として，複数のラグランジュ部分多様体をとることが考え
られる．たとえば，L1∩L2

∼= S1の場合でL1が球面の場合にはL1∩L2 ⊂ L1

なる結び目の不変量 (Vassiliev不変量)が Chern-Simons摂動理論の不変
量の代わりに現われ，その量子化が擬正則曲線を考えることで得られる
ことが予想される62．そのあたりももう少しがんばれば手が届きそうなの
だが，まだ数学としてはできていない．SGW,SGWgにあたる不変量は，
数学的な定義ができる前から，物理学者らによって，不動点公式を用い
るなどして，精力的に計算されているようである．（数学者もかかわって
いるようだが．）ここで述べた形で定義を正当化した後，それらの計算が
正当化するのが，数学として理論を組み立てていく順序となるだろう．
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