
調和写像の存在と応用
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落合卓四郎氏の主催のもとに，第 1回の “Surveys in Geometry”シンポジウム
が慶應大学工学部において開催されたのは 1980年 2月 6, 7日であった．そのと
き「塊より始めよ」ということで，落合氏と二人で選んだシンポジウムのテーマ
が「Harmonic Mapとその応用」であった．
このシンポジウムでは，落合氏が前半で Plateau問題の解法を中心に「変分問
題の直接法」を基礎から解説され，私が後半でいわゆる「熱流の方法」を中心に
Eells-Sampson [5]の存在定理と，この定理の Siu [19, 20]による負曲率Kähler多
様体の剛性定理への応用について解説した．このシンポジウムの予稿集に加筆訂
正を加えたものは，その年の 6月に小畠守生，大森英樹，落合卓四郎氏の編集・発
行になる “Reports on Global Analysis”シリーズの第２巻 [15]として刊行されて
いる．
実は，このシンポジウムのテーマとして「調和写像の存在と応用」を選んだ際，

われわれの念頭にあったもう一つの主題は，ちょうどその当時発表された Sacks-

Uhlenbeck [18]による極小球面の存在定理と，Siu-Yau [21]による Frankel予想の
解決へのその応用であった．とくに SiuとYauによるFrankel予想の解決は，落合
氏が小林昭七氏との共同研究 [13]で示しておられた「複素射影空間の特徴付け」
を調和写像の存在を利用して実現したもので，調和写像の理論の有効性に対する
認識が甘かったと反省させられた出来事であった．1

そこで今回の “Surveys in Geometry”特別シンポジウムでは，第 1回のシンポジ
ウムのテーマと同じタイトルで，そのとき触れられなかった「調和写像の存在と
複素射影空間の特徴付け」との関係について再考してみたい．

§1 調和写像の定義
§2 調和写像の存在定理
§3 正則ベクトル束と複素 Finsler計量
§4 Hartshorne予想と Frankel予想
§5 Kähler Finsler多様体への調和写像

∗Surveys in Geometry, Special Edition (落合卓四郎先生還暦記念), 2003年 10月 31日, 予稿
1その当時落合氏から伺った話では，「Sacks-Uhlenbeckの極小球面の存在定理を用いて Frankel

予想を解決出来るのではないか」という話を Yauにされていたとのことであった．



§1 調和写像の定義
M = (M, g)をコンパクトなm次元Riemann多様体，N = (N, h)を完備な n次
元Riemann多様体とする．MからNへの C∞級写像 f : M → Nに対し，写像 f

の微分 df : TM → TNは，M の余接ベクトル束 TM∗と fによりN の接ベクト
ル束 TN をM上に引き戻したベクトル束 f−1TNのテンソル積 TM∗⊗ f−1TNへ
の C∞級切断面を定める．

X, Y ∈ Γ(TM)をM 上の C∞級ベクトル場とし，∇TM と ∇f−1TN をそれぞれ
Mの Levi-Civita接続および Nの Levi-Civita接続の fによる引き戻しとするとき，
C∞級切断面 df ∈ Γ(TM∗⊗ f−1TN)の共変微分∇df ∈ Γ(TM∗⊗TM∗⊗ f−1TN)

が

∇df(X,Y ) = ∇f−1TN
X df(Y )− df(∇TM

X Y )(1)

で定義される．fが等長的はめ込みのとき，∇dfはRiemann部分多様体 f(M) ⊂ N

の第 2基本形式に他ならない．
そこで，Riemann部分多様体の場合の平均曲率ベクトル場の一般化として，写像f

のテンション場 (tension field)とよばれる fに沿ったベクトル場 τ(f) ∈ Γ(f−1TM)

を，{Ei}をM 上の正規直交標構ベクトル場として

τ(f) = Traceg∇df =
m∑

i=1

∇df(Ei, Ei)

で定義することができる．このテンション場 τ(f)が恒等的に零ベクトル場となる
とき，fをMから Nへの調和写像 (harmonic map)という．

Mの局所座標系 (xi)および Nの局所座標系 (yα)のもとで，MとNのRiemann

計量 gと hはそれぞれ

g =
m∑

i,j=1

gijdxidxj, h =
n∑

α,β=1

hαβdyαdyβ

と表示され，写像 fは

f(x) =
(
f 1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)

)
=

(
fα(xi)

)

とあらわすことができる．このとき

e(f) = |df |2 = Tracegf
∗h =

m∑
i,j=1

n∑

α,β=1

gijhαβ(f)
∂fα

∂xi

∂fβ

∂xj

で定義されるC∞級関数 e(f) : M → Rを fのエネルギー密度 (energy density)と
いい，M 上で e(f)を積分した値

E(f) =
1

2

∫

M

e(f)dµg
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を写像 f のエネルギー (energy)という．ここに (gij)は正値対称行列 (gij)の逆行
列を，また µgは Riemann計量 gからM上に定義される標準的な測度をあらわす．

MからNへのC∞級写像全体のなす空間をC∞(M, N)とするとき，写像のエネ
ルギーE(f)は写像空間C∞(M, N)上の汎関数を定義していると考えられる．この
とき，調和写像はこのエネルギー汎関数E : C∞(M, N) → Rの臨界点をあたえる
写像に他ならない．すなわち f ∈ C∞(M,N)に対して，{ft}t∈I , I = (−ε, ε) (ε > 0)

を f = f0の C∞級変分とし，

V =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ft ∈ Γ(f−1TN)(2)

を fの変分ベクトル場とするとき，E(ft)の第 1変分が

d

dt
E(ft)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫

M

〈τ(f), V 〉dµg(3)

であたえられる．ただし 〈 , 〉は Riemann計量 hから誘導束 f−1TN 上に定義され
る自然なファイバー計量をあらわす．
したがって，調和写像の定義方程式

τ(f) =
n∑

α=1

τ(f)α

(
∂

∂yα

)

f

= 0

はこのエネルギー汎関数Eの Euler-Lagrange方程式に他ならず，また定義 (1)よ
りMとNの局所座標系のもとで

τ(f)α = ∆fα +
m∑

i,j=1

n∑

β,γ=1

gijΓα
βγ(f)

∂fβ

∂xi

∂fγ

∂xj
= 0, 1 ≤ α ≤ n(4)

とかきあらわされることがわかる．ここで ∆はM 上の Laplace-Beltrami作用素
であり，Γα

βγは N 上の Christoffelの記号

Γα
βγ =

1

2

n∑

δ=1

hαδ

(
∂hγδ

∂yβ
+

∂hβδ

∂yγ
− ∂hβγ

∂yδ

)

をあらわす．(4)式はM 上の 2階準線形楕円型偏微分方程式系である．したがっ
て，C2級の写像 f : M → Nで方程式系 (4)をみたすものは実は C∞級写像とな
ることがわかる．
調和写像の例は，微分幾何学のいろいろな局面にあらわれる．たとえば N = R

のとき，エネルギーは関数 f : M → RのDirichlet積分に等しく，(4)式は Laplace

の方程式∆fα = 0となり，調和写像 fは調和関数に他ならない．一方M = Rの
とき，エネルギーは曲線 f : R → N の通常のエネルギー積分に一致し，(4)式は
測地線の方程式

d2fα

dt2
+

n∑

β,γ=1

Γα
βγ(f)

dfβ

dt

dfγ

dt
= 0
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となり，調和写像はN上の測地線に他ならない．またテンション場の定義より，等
長的はめこみ f : M → Nが調和写像であることとMが Nの極小部分多様体とな
ることが同値であることがわかる．したがってとくに全測地的等長写像 f : M → N

は調和写像であり，さらにM と Nが Kähler多様体のときには，Mから N への
正則（または反正則）写像が調和写像となることがわかる．
調和写像の基本的事項に関しては，Eells-Lemaireの総合報告 [2, 3, 4]や西川 [16]

などに詳しく述べられている．

§2 調和写像の存在定理
コンパクトな Riemann多様体間の調和写像については，現在までにいろいろ
な存在定理がえられている．そのなかでも最も基本的な存在定理は，1964年に
Eells-Sampsonによって証明された次の結果といえる．

定理 1 ([5]) (M, g)と (N, h)をコンパクトなRiemann多様体とし，Nの断面曲率
はつねに非正であるとする．このとき任意のC∞級写像 f ∈ C∞(M, N)に対して，
fと自由ホモトープな調和写像 f∞ : M → Nが存在する．

とくにNの断面曲率がつねに負ならば，定理 1における調和写像 f∞は，f∞が
定値写像の場合やその像が Nの測地線になる場合を除いて，C∞(M, N)の各自由
ホモトピー類に対して一意的に定まる ([9])．また，MとNが境界をもつRiemann

多様体である場合にも，調和写像の境界値問題に対して，定理 1に対応する存在
定理が Hamilton [8]により証明されている．

Eells-Sampsonは，無限次元多様体上でのMorse理論を参考に，熱流の方法 (heat

flow method)とよばれる方法をもちいて定理 1を証明した．その考え方の要点は
次のようなものである.

まず，細かいことは気にせずにM = C∞(M,N )を ‘多様体’のごとくみなし ,エ
ネルギー汎関数 E : C∞(M, N) → RをM上の ‘関数’と考える. このとき f の
変分 {ft}t∈I はM内の ‘曲線’を定めていると考えることができるから，(2)で定
義される変分ベクトル場 V ∈ Γ(f−1TN)はこの曲線の t = 0における ‘接ベクト
ル’に他ならない．したがって，E(ft)の第 1変分はM上の関数 Eの点 f ∈ M
における V ∈ TfM 方向への ‘微分’dEf (V )を定義していると考えられる．一方，
W1,W2 ∈ Γ(f−1TN)に対して

〈〈W1,W2〉〉 =

∫

M

〈W1,W2〉dµg,

と定めると，〈〈 , 〉〉は接空間 TfMの ‘内積’を定義することになり，結局第 1変分
公式 (3)はM上の関数Eに対して

dEf (V ) = −〈〈τ(f), V 〉〉
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がなりたつことを意味する．このことから，写像 fのテンション場 τ(f)は実はM
上の関数−Eの勾配ベクトル場− grad Eに他ならず，Morse理論のアナロジーか
ら，関数Eは τ(f)の方向に最も効率よく減少することがわかる.

そこで，この勾配ベクトル場 τ(f)の定義する ‘流れ’に沿ってあたえられた写像
f0 ∈ C∞(M, N)を ‘変形’していこうと考えると，その軌跡 ftが非線放物型偏微分
方程式（あるいは簡単に非線形熱方程式）

∂ut

∂t
= τ(ft)

の解として求められることになる. したがって調和写像の存在問題は，この ftに
沿って f0を変形していくことにより，エネルギー汎関数Eの停留点 τ(f∞) = 0ま
で到達できるかどうかということになるわけである．
以上のことを念頭において，写像 f : M × [0, T ) → Nに対して，次の非線形熱
方程式の初期値問題を考える.





∂f

∂t
(x, t) = τ(f(x, t)), (x, t) ∈ M × (0, T )

f(x, 0) = f0(x)
(5)

ここに T > 0であり，f0 ∈ C∞(M, N)は初期値としてあたえられた写像である．
また fはM × [0, T )上で連続かつM × (0, T )上で C∞級な写像であるとする．
定理 1を証明するには，この初期値問題に対して次のことを示せばよい：

(1) 任意の初期値 f0に対して，(5)は時間大域解 f : M × [0,∞) → Nをもつ．
(2) f0の変形 ftを ft(x) = f(x, t) で定義し t →∞とするとき，必要ならば適当
な部分列 ftnをとることにより，ftは調和写像 f∞ : M → Nに収束し，かつ
f0と f∞は自由ホモトープである．

(1), (2)の各ステップの証明には，(5)の解 f(x, t)の時間 tに対する ‘増大度’の評
価が重要な課題となってくる. その際，方程式 (2)の非線型項からくる影響をコン
トロールするために，Riemann多様体Nの曲率が重要な役割を果たす. ここでN

の断面曲率がいたるところ非正であるという条件が本質的にもちいられる．一方，
N のコンパクト性は必ずしも必要でなく，時間大域解 f : M × [0,∞) → N の像
f(M × [0,∞))が Nのあるコンパクト集合に含まれていれば，(2)のステップの収
束性は保証される．
以上の証明の詳細については，原論文 [5] または西川 [16, 15]をみるとよい．

§3 正則ベクトル束と複素Finsler計量
さて，以下Mをコンパクトなm次元複素多様体とし，π : E → MをM上の正則

ベクトル束とする．Eの元を，Mの点 z ∈ Mと z上のEのファイバーEz = π−1(z)
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のベクトル ζ ∈ Ezの組 (z, ζ) ∈ Eであらわし，Eからその零切断面の像を取り去っ
たものを E◦ = E \ {0}であらわす．このとき，E上の実数値関数 F : E → Rで
次の条件をみたすものを Eの複素Finsler計量 (complex Finsler metric)という．

(1)（非負性） F (z, ζ) ≥ 0，かつ F (z, ζ) = 0となるのは ζ = 0のときに限る．
(2)（微分可能性）F ∈ C2(E◦)，すなわち F は E◦上で C2級である．
(3)（斉次性）F (z, λζ) = |λ|F (z, ζ)が任意の λ ∈ Cと (z, ζ) ∈ Eに対してなり
たつ．

z = (z1, . . . , zm)をM の局所複素座標系，ζ = (ζ1, . . . , ζr)を Eの局所正則枠
s = (s1, . . . , sr)に関するファイバー座標とするとき，Eの局所座標系は (z, ζ) =

(z1, . . . , zm, ζ1, . . . , ζr) = (zµ, ζ i) であたえられる．Eの各局所座標系 (zµ, ζ i)に関
して，G(z, ζ) = F 2(z, ζ)の複素Hesse行列

(
Gij̄

)
=

(
∂2G

∂ζ i∂ζ̄j

)

がE◦上でつねに正定値のとき，Fを強擬凸 (strongly pseudoconvex)な複素Finsler

計量という．
容易にわかるように，正則ベクトル束Eの通常の Hermite計量

g(z, ζ) =
r∑

i,j=1

gij̄(z)ζ iζ̄j

に対し F (z, ζ) =
√

g(z, ζ)とおくと，FはEの強擬凸な複素Finsler計量を定める．
実は一般の複素 Finsler計量 F に関しても，斉次性の条件 (3)から E◦上でG(z, ζ)

は

G(z, ζ) =
r∑

i,j=1

Gij̄(z, ζ)ζ iζ̄j

とあらわされ，かつ任意の λ ∈ C∗ = C \ {0}に対して
Gij̄(z, λζ) = Gij̄(z, ζ), (z, ζ) ∈ E◦

がなりたつことがわかる．したがって Fが強擬凸なとき，G(z, ζ)は Eに随伴する
射影化束 p : P (E) = E◦/C∗ → M 上に Eを引き戻したベクトル束 Ẽ = p−1Eの
Hermite計量を定めることがわかる．

L(E)を P (E)上の自然線束 (tautological line bundle)とする．L(E)は (z, [ζ]) ∈
P (E)上のファイバーとして，[ζ]に対応するEzの 1次元部分空間をとることによ
りえられる Ẽの部分束である．

L(E) ⊂ Ẽ
p̃−−−→ Eyπ̃

yπ

P (E)
p−−−→ M
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L(E)からその零切断面の像を取り去ったものを L(E)◦ であらわすとき，自然な束
写像 p̃ : L(E) → Eのもとで，L(E)◦と E6◦は双正則となる．この対応のもとで，
自然線束L(E)上のHermite計量 hと正則ベクトル束E上の複素Finsler計量Fが
1対 1に対応する．実際，(z, ζ) ∈ E◦に対し

F 2(z, ζ) = h(p̃−1(z, ζ), p̃−1(z, ζ))(6)

と定めればよい．
一般に正則ベクトル束Eに対し，自然線束L(E)の第 1 Chern類 c1(L(E))が負

のとき，いいかえると L(E)の Hermite計量 hで，(6)の右辺で定義される L(E)◦

上の関数を ĥであらわすとき，L(E)の曲率形式

√−1Φ =
√−1∂̄∂ log ĥ

が P (E)上で負定値となるものが存在するとき，Eは負 (negative)であるといい，
E < 0とかく．また L(E)の第 1 Chern類 c1(L(E))が正のとき，Eは正 (positive)

あるいは豊富 (ample) であるといい，E > 0とかく．定義より，Eが正であるこ
とと Eの双対束 E∗が負であることは同値である．このとき，小林昭七氏により
次が知られている．

定理 2 ([11, 12]) コンパクトな複素多様体M上の正則ベクトル束Eに対し，hを
自然線束L(E)上のHermite計量とし，(6)により hに対応するE上の複素Finsler

計量を F とする．このとき，E < 0であること，すなわち
√−1Φが P (E)上で負

定値であることと，Fが強擬凸かつ負曲率をもつこととは同値である．

ここで強擬凸な複素 Finsler計量 Fが負曲率をもつとは，

Rij̄µν̄ = − ∂2Gij̄

∂zµ∂z̄ν
+

∑

k,l

Gk̄l ∂Gik̄

∂zµ

∂Glj̄

∂z̄ν
,

(
Gk̄l

)
=

(
Gij̄

)−1

で定義されるFの曲率テンソルに対して，Hermite行列
( ∑

i,j Rij̄µν̄ζ
iζ̄j

)
が任意の

(z, ζ) ∈ E◦について負定値になることを意味する．また Eが正である場合にも，
Ẽの双対束 Ẽ∗を考えることにより，正曲率をもつような複素 Finsler計量の存在
がわかる．

§4 Hartshorne予想とFrankel予想
第 1回の “Surveys in Geometry”シンポジウムが開かれた前年の 1979年に，次

の予想が森重文氏 [14]と Siu-Yau [21]により相次いで解決された．
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Hartshorne予想 ([10], [14]) 正の正則接ベクトル束をもつm次元非特異既約射
影代数多様体Mはm次元複素射影空間 Pm(C)と正則同型である．2

Frankel予想 ([6], [21]) 双正則断面曲率がいたるところ正であるコンパクトなm

次元Kähler多様体Mはm次元複素射影空間 Pm(C)と正則同型である．

実はこれらの予想が証明される以前に，落合氏と小林氏の共同研究 [13]により，
複素射影空間Pm(C)の特徴付けとして，コンパクトなm次元複素多様体Mの第 1

Chern類 c1(M)が，M上のある正の正則直線束Lに対して c1(M) ≥ (m + 1)c1(L)

となるならば，Mは Pm(C)と正則同型となることが知られていた．とくにMの
正則接ベクトル束が正の場合には，一般に P1(C)上の正則ベクトル束は正則直線
束の直和に分解することから ([7])，結局このようなMが有理曲線 P1(C) ⊂ M を
含むことを示せばよいことになる．
森氏の証明も Siuと Yauの証明も，本質的な部分はこのような有理曲線の存在

を示すことであり，SiuとYauは当時発表されたばかりの Sacks-Uhlenbeck [18]に
よる極小球面（エネルギー最小な調和写像 S2 → M）の存在定理を利用して，こ
のような有理曲線の存在を証明したわけである．その際，エネルギー最小な調和
写像 S2 = P1(C) → Mの複素解析性を証明する部分（次の定理 3）において，M

が Kähler計量を許容し，かつその双正則断面曲率が正であることが本質的にもち
いられた．

定理 3 ([21]) Mを双正則断面曲率が正のコンパクトなKähler多様体とする．こ
のとき，任意のエネルギー最小な調和写像 f : P1(C) → Mは正則写像（あるいは
反正則写像）となる．

一般にコンパクトな Hermite多様体M の双正則断面曲率がいたるところ正で
あれば，M の正則接ベクトル束が正であることが導かれるので，Frankel予想は
Hartshorne予想の特別な場合と考えることができる．一方，森氏の証明は標数p > 0

での代数幾何の手法をもちいるもので，極めて代数的色彩の強いものである．し
たがって，上記の（複素数体の場合の）Hartshorne予想もFrankel予想の証明の場
合と同様に，複素解析幾何学の基本的概念の枠内で微分幾何的手法によって証明
できることが望まれる．
前節でみたように，コンパクトな複素多様体上の正則ベクトル束Eは，Eに随

伴する射影化束 P (E)の自然直線束 L(E)上の Hermite計量から自然に誘導され
る複素 Finsler計量をもつ．したがって，調和写像の理論を複素 Finsler計量の範
疇まで拡張し，落合氏と小林氏による複素射影空間の特徴付けに帰着する方向で
Hartshorne予想が証明できるかどうかは興味深い問題といえる．

2Hartshorne予想は，複素数体Cのみでなく一般の標数の代数的閉体 k上の射影空間に関する
予想であり，標数 p > 0での代数幾何の手法を駆使して，森氏により一般の形で肯定的に解決され
ている．
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§5 Kähler Finsler多様体と調和写像
M をコンパクトな m次元複素多様体とし，π : T 1,0M → M を M の正則接

ベクトル束とする．z = (z1, . . . , zm)をM の局所複素座標系とするとき，局所的
に T 1,0M の元は v =

∑
µ vµ (∂/∂zµ) とあらわされるから，T 1,0M の局所複素座

標系が (z, v) = (z1, . . . , zm, v1, . . . , vm) = (zµ, vα) であたえられる．したがって，
F : T 1,0M → Rを T 1,0Mの強擬凸な複素 Finsler計量とし，M̃ = T 1,0M \ {0} と
おくとき，M̃ 上で G = F 2は

G(z, v) =
m∑

α,β=1

Gαβ̄(z, v)vαv̄β, Gαβ̄ = ∂2G/∂vα∂v̄β

とあらわすことができる．
Nを閉Riemann面とし，wをNの局所複素座標とする．f : N → MをNから

MへのC∞級写像とし，f(w) = (f 1(w), . . . , fm(w)) = (fµ(w))を fの局所表示と
するとき，N の反正則接ベクトル束 T 0,1NからM の正則接ベクトル束 T 1,0M へ
の微分写像 ∂̄f : T 0,1N → T 1,0Mが

∂̄f

(
∂

∂w̄

)
=

m∑
µ=1

∂fµ

∂w̄

∂

∂zµ

によって定義される．この ∂̄fに対し，fの ∂̄-エネルギー (∂̄-energy)を

E∂̄(f) =

∫

N

F 2

(
f(w), ∂̄f

(
∂

∂w̄

)) √−1

2
dw ∧ dw̄(7)

で定義しよう．(7)式の右辺が N の局所座標 wの取り方によらないことは，複素
Finsler計量の斉次性の条件 (3)から保証される．
一方，π̃ : T 1,0M̃ → M̃ を M̃ の正則接ベクトル束とするとき，T 1,0M̃ の垂直ベ

クトル束 (vertical bundle) V = Ker dπ ⊂ T 1,0M̃ の Hermite計量を

W1 =
m∑

α=1

Wα
1

(
∂

∂vα

)

(z,v)

, W2 =
m∑

β=1

W β
2

(
∂

∂vβ

)

(z,v)

に対して，

〈W1,W2〉(z,v) =
m∑

α,β=1

Gαβ̄(z, v)Wα
1 W

β

2 , (z, v) ∈ M̃

で定義することができる．このHermite計量に関する VのHermite接続をDとす
ると，Dから T 1,0M̃の水平ベクトル束 (horizontal bundle) H ⊂ T 1,0M̃が定まり，
VとHの間の自然な同型写像をもちいて，T 1,0M̃ = V ⊕H上に Hermite計量 〈 , 〉
と Hermite接続

D : Γ(T 1,0M̃) → Γ(T ∗
CM̃ ⊗ T 1,0M̃)
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が誘導される ([1])．
このようにして T 1,0Mの強擬凸な複素 Finsler計量 F から T 1,0M̃ 上に誘導され
た Hermite接続Dは Hermite計量 〈 , 〉を保つ，すなわち∇をDに対応する共変
微分とするとき

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, X, Y, Z ∈ Γ(T 1,0M̃)

がなりたつが，一般に捩率 (torsion)をもつ．たとえば，∇XY はXと Y について
対称ではなく，T 1,0M̃に値をとる M̃ 上の (2, 0)次微分形式 θが存在して

∇XY −∇Y X = [X, Y ] + θ(X, Y ), X, Y ∈ Γ(T 1,0M̃)

がなりたつ．この捩率 θに関して

〈θ(H, χ), χ〉 = 0(8)

が，任意のH ∈ Hと水平ベクトル束の標準的切断面 χ : M̃ → Hに対してなりた
つとき，F を弱Kähler (weakly Kähler) Finsler計量という．条件 (8)を M̃ の局
所座標系をもちいてかきくだせば

∑
α,µ

Gα[Γα
ν;µ − Γα

µ;ν ]v
µ = 0, (z, v) ∈ M̃

となる．ここに Gα = ∂G/∂vαであり，

Γα
ν;µ =

∑
τ,γ,ρ

Gτ̄α

(
∂Gβτ̄

∂zµ
−Gρ̄γ ∂Gντ̄

∂vγ

∂2G

∂v̄ρ∂zµ

)
,

(
Gγ̄δ

)
=

(
Gαβ̄

)−1

はDの接続係数である．3

以下，F : T 1,0M → Rを弱Kähler Finsler計量とする．さて f ∈ C∞(N, M)に
対して，{fs}s∈I , I = {s ∈ C | |s| < ε} を複素数をパラメーターとする f = f0の
C∞級変分とし，∂̄-エネルギーE∂̄(fs)の第 1変分を考えると，汎関数E∂̄の Euler-

Lagrange方程式として

∂2fσ

∂w∂w̄
+

m∑
µ,ν=1

Γσ
ν;µ

∂fµ

∂w

∂f ν

∂w̄
= 0, 1 ≤ σ ≤ m(9)

をえる．ただし

∂2fσ

∂w∂w̄
(w) +

m∑
µ,ν=1

Γσ
ν;µ

(
f(w), ∂̄f

(
∂

∂w̄

))
∂fµ

∂w
(w)

∂f ν

∂w̄
(w) = 0

3 θ ≡ 0のときが，通常の Kähler計量の場合に対応する．
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において，∂̄f
(
∂/∂w̄

)
= 0 の場合は

Γσ
ν;µ

(
f(w), ∂̄f (∂/∂w̄)

)
= 0

と考える．
そこで，閉Riemann面Nから弱Kähler計量 F をもつコンパクトな複素多様体

MへのC∞級写像 f : N → Mが方程式 (9)をみたすとき，fを調和写像とよぶこ
とにすると，定義よりNからMへの正則（または反正則）写像は調和写像である
ことがわかる．
さらに定理 3に対応して，次がなりたつことが確かめられる．

定理 4 ([17]) M を弱Kähler計量 F : T 1,0M → Rをもつコンパクトな複素多様
体とし，F の曲率は正であるとする．このとき，任意の ∂̄-エネルギー最小な調和
写像 f : P1(C) → Mは正則写像（あるいは反正則写像）となる．

定理 4は，定理 3の場合と同様に，∂̄-エネルギーE∂̄(fs) の第 2変分

∂2

∂s̄∂s
E∂̄(fs)

∣∣∣∣
s=0

(≥ 0)

の中にあらわれる F の曲率と捩率を調べることにより証明される．
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