
量子アファイン展開環の結晶基底
上智大学における集中講義

中島 啓

量子展開環は, Lusztigと柏原によって定義された標準基底, 結晶基底という, 様々ないい性
質をもつ基底を持っている. 量子展開環の表現論は, 結晶基底の性質と深く絡んでおり, 結晶
基底を調べることは, 表現論を調べることに直接つながっている. しかし , 結晶基底の定義は,
Lusztigのものも柏原のものも ‘具体的’とはいえない. したがって, 結晶基底を調べるのには,
定義をいくら見ていても役に立たない. 何らかの他のアイデアが必要である.
この講義では, 有限次元のリー環とアファイン・リー環に対応する量子展開環に,

(1) PBW基底と呼ばれる具体的な式で定義される基底を定義し ,
(2) PBW基底と標準基底 (=大域結晶基底)の基底の変換行列が, 上三角で対角成分が 1で,
対角成分以外の成分が qZ[q]に属することを示す.

特に PBW基底を用いて, 結晶基底のパラメトライズができることになる. そして, (2)の主張
が量子アファイン展開環のある有限次元表現 (extremal ウェイト加群)の構造と深く関係して
いることを見ることになる.
また時間があれば, PBW 基底を用いて示される大域結晶基底に関する構造定理 (柏原と

Lusztigの予想の解決)についても紹介したい.
この講義では, まず有限型のときに, PBW基底から出発して標準基底を定義するという筋道

を取り, (2)の主張が明らかになるように標準基底を定義する. これは Lusztigが最初の論文で
使ったやり方であるが, 一部, 箙の表現論を証明に使っていた部分を完全に代数的に証明を与
えた. ただし , ADE型以外のときには, そうして定義された標準基底が Lusztig-柏原の標準基
底と同じであることは, ここでは示されない. (符号の umbiguityが問題として残されている.)
またアファイン型のときは, 標準基底の構成については Lusztig-柏原の理論を援用することに
して, ここでは存在は証明しない. PBW型基底から出発するアプローチは, アファインのとき
にも可能なのであるが, 現在のところ一つの (技術的な?)未解決問題があって, A

(1)
n , D

(1)
n , E

(1)
n ,

A
(2)
2 以外の時には, 定義ができていないのである. これはあとで説明する.
また, この講義では, 箙多様体の理論は用いず, ここで述べられるすべての結果は, 代数的に
証明される. しかし , 幾何学的な背景を知っていた方が理解が深まるので,ところどころで紹介
する. 詳しい説明はないので, Lusztigの教科書 [Lusztigの教科書]や
[Ringel] C. Ringel, The Hall algebra approach to quantum groups, in XI Latin American School of Mathematics

(Spanish) (Mexico City, 1993), 85–114, Soc. Mat. Mexicana, México, 1995.

を参考にしてほしい.
また, 後半の extremalウェイト加群の理論においては, 箙多様体の同変K群を使った定義が
可能であるが, これについても詳しく説明しないので, 論文
[1] Quiver varieties and finite dimensional representations of quantum affine algebras, J. Amer. Math. Soc. 14
(2001), 145-238.

[2] Quiver varieties and tensor products, Invent. Math., 146 (2001), 399–449.

を参照してもらいたい.
extremalウェイト加群の構造定理は, 幾何学的な構成からは ‘ほぼ自明’になってしまうので

ある.
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Part 1.

1. q 二項定理

q を不定元とし, n ∈ Zに対して q-整数 [n]を

[n] =
qn − q−n

q − q−1

によって定義する. q を強調したいときには [n]q で表わす. これは整数 nの q 類似と呼ばれる. 分子は分母で割り切れていることに注意す
ると, [n]は q に関する整数係数ローラン多項式, すなわち Z[q, q−1]の元である. n ≥ 0のとき

[n]! = [n][n− 1] · · · [1]

とおく. また m ≥ n ≥ 0に対して二項係数の q 類似を �
m
n

�
=

[m]!

[n]![m]!

によって定義する. 0 < n < mのとき �
m
n

�
= q−n

�
m− 1

n

�
+ qm−n

�
m− 1
n− 1

�
(1.1)

が成り立つ. 実際, これは q−n[m− n] + qm−n[n] = [m] から従う. (1.1)から帰納法により [ m
n ]が Z[q, q−1]に属することが従う. 次は二

項定理の q 類似である.

命題 1.2.

k−1Y
h=0

(1 + q2hz) =
kX

t=0

qt(k−1)

�
k
t

�
zt (k ≥ 0)

証明. kに関する帰納法で示す. k = 0のときは明らかである. (左辺は 1であると約束する.) k まで正しいと仮定して k + 1のときを示す.
右辺に 1 + q2kz をかけると

1 +
kX

t=1

�
qt(k−1)

�
k
t

�
+ q2k+(t−1)(k−1)

�
k

t− 1

��
zt + qk(k+1)zk+1

となる. 真ん中の項に(1.1)を適用すれば, 示したい式の右辺の kを k + 1で置き換えたものになるので, k + 1が正しいことが示された.

系 1.3. �
k
t

�
∈ qt(k−t)(1 + qZ[q])

証明. 命題 1.2の左辺の zt の係数を考えればよい.

命題 1.4. m, n, t ≥ 0のとき X
k+l=t

qml−nk

�
m
k

� �
n
l

�
=

�
m + n

t

�
が成り立つ.

証明. 上の命題を用いて

m+nX
t=0

qt(m+n−1)

�
m + n

t

�
zt =

m+n−1Y
h=0

(1 + q2hz)

=

m−1Y
h=0

(1 + q2hz)

n−1Y
h=0

(1 + q2hq2mz) =
mX

k=0

qk(m−1)

�
m
k

�
zk

nX
l=0

ql(n−1)

�
n
l

�
q2mlzl

となるので, zt の係数を比較して上の式を得る.

q 二項係数について �
m
n

�
=

[m][m− 1] . . . [m− n + 1]

[n]!

が成り立つことに注意する. 右辺は, m ∈ Zのときにも意味を持つので, この式で [ m
n ] の定義を拡張しておく. 次の性質

0 ≤ m < n =⇒
�
m
n

�
= 0,(1.5) �

m
n

�
= (−1)n

�
n− 1−m

n

�
(1.6)

が成り立つ.

命題 1.7. 命題 1.4が m, n ∈ Zのときも成り立つ.
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2. Uq(sl2)

2.1. 定義. q を不定元とし, Uq(sl2)を e, f , t, t−1 を生成元として持つ Q(q)-代数で, 定義関係式

tt−1 = 1 = t−1t, tet−1 = q2e, tft−1 = q−2f, ef − fe =
t− t−1

q − q−1

を満たすものとする.

f (n) =
fn

[n]!
, e(n) =

en

[n]!

とおく.

2.2. 表現. まず 1 次元表現 V = Q(q)v を調べる. すべての作用素は可換である. したがって

ev = tet−1v = q2ev

が成り立つ. よって ev = 0である. 同様に fv = 0である. また

0 = [e, f ]v =
t− t−1

q − q−1
v

より, tv = ±v でなければならない. 逆に, e 7→ 0, f 7→ 0, t 7→ ±1は確かに Uq(sl2)の表現となる.
次に

V = Q(q)v0 ⊕ Q(q)v1 ⊕ · · · ⊕ Q(q)vn

とおき,

tvi = ±qn−2ivi, evi = ±[n− i + 1]vi−1, fvi = [i + 1]vi+1

とおく. ただし, ±はどちらか一方を取る. このとき定義関係式のうち非自明なのは ef − fe = t−t−1

q−q−1 だけであるが, これも [i + 1]q [n−
i]q − [i]q [n− i + 1]q = [n− 2i]q を示してチェックされる.

このように t の固有値は, ±q巾 という形で現れるが, 以下では q巾 となるような表現のみを取り扱う. このとき, 上の表現で ± の +を
取ったものを V (n)で表わす.

V = V (n)のとき, v0 を最高ウェイトベクトルで, vi = f (i)v0 とする. このとき

f (r)vi =

�
r + i

r

�
vi+r, e(r)vi =

�
n + r − i

r

�
vi−r(2.1)

が成り立つ.
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3. 量子展開環

3.1. 定義. 量子展開環Uqは, 対称化可能なカッツ・ムーディー・リー環 g の普遍展開環U(g)
を量子変形したものである. この節では, その定義を与える.
まず, カルタン・データとは, 次のことである.

• 有限次元ベクトル空間⊕
i∈I Qαi (Iは基底 {αi}の添字集合),

• ( , ) : その上のQに値を取る対称二次形式で次を満たすもの
– すべての i ∈ Iに対して (αi, αi) > 0,

–
2(αi,αj)

(αi,αi)
∈ Z≤0 for i 6= j.

このとき, 行列 (
2(αi,αj)

(αi,αi)
)i,j∈I を (対称化可能な)カルタン行列という. 対称化可能であるという

のは, 対角行列 diag((αi, αi) | i ∈ I) をかければ対称行列になることに由来する.
[Kacの教科書]では, 対称化可能なカルタン行列を最初に与え, 内積 ( , )はあとで与えている.

内積 ( , )が正定値のとき, 有限型という. この場合が有限次元の複素単純リー環に対応し ,
ABCDEFG で分類される. 内積は長いルートの長さが

√
2と約束する. また, ( , )が半正定

値のとき, アファイン型という.
カルタン行列が与えられれば, カッツ・ムーディー・リー環 gの定義には十分であるが, Uq

の定義には, さらに次のルート・データが必要である:

• P : 有限階数の自由アーベル群 (ウェイト格子)

• I : 有限集合 (単純ルートの添え字集合) と αi ∈ P , hi ∈ P ∗ def.
= HomZ(P,Z)

• ( , ) と
⊕
Qαi はカルタン・データであって, 次を満たすもの

– 〈hi, λ〉 = 2(λ,αi)
(αi,αi)

P は,
L

i∈I Zαi と取ることもできるが, 必ずしもそうしなくてもよい. これは, 有限次元の gに対応する場合は, Uq の定義に

おいて, カルタン部分環に対応する部分は, U(h)ではなく, ‘極大トーラス’で与えられていることによるのであり, 同じリー

環をもつリー群が複数存在しうることに対応する. P =
L

i∈I Zαi が adjointで, P ∗ =
L

i∈I Zhiが単連結に対応する. しか

し, gがアファイン・リー環のときには, カルタン行列が可逆でないために, P の階数として #I に取るか, もしくは αi が一

次独立になるように #I + 1と取るかで, Uq とその表現論はもっと drasticに変わる.

次の記号を用意しておく:

• Q =
⊕

i∈I Zαi : ルート格子
• Q+ =

∑
i∈I Z≥0αi

(αi, αi)/2 ∈ Zd−1となる正の整数 dを固定する. 不定元 qs を用意し , q = qd
sとする. しかし

習慣により, q を基本的な変数として取り扱う. 内積 ( , )を定数倍してもよいときには, d = 1となるように

正規化しておいてよい. いずれにせよ, これは本質的なことではない.

q-整数を [n]q = qn−q−n

q−q−1 で定義し , q-階乗, q-二項係数を通常の階乗,二項係数の定義において
整数を q-整数で置き換えたものとして定義する. また qi = q(αi,αi)/2とし , [n]qi

等を単に [n]iで
あらわす. 他でも qのローラン多項式 F に添字 Fiとつけたものは, つねにこのような意味と
する.

定義 3.1. 量子展開環Uqは, ei, fi, q(h) = qh (i ∈ I, h ∈ d−1P ∗)を生成元として持つQ(qs)上
の代数で, 次の基本関係式で定義されるものである.

q0 = 1, qh1+h2 = qh1qh2 for h1, h2 ∈ d−1P ∗,(3.2)

qheiq
−h = q〈h,αi〉ei, qhfiq

−h = q−〈h,αi〉fi for i ∈ I, h ∈ d−1P ∗,(3.3)

[ei, fj] = δij
ti − t−1

i

qi − q−1
i

for i, j ∈ I(3.4)

1−aij∑

k=0

(−1)ke
(k)
i eje

(1−aij−k)
i = 0 =

1−aij∑

k=0

(−1)kf
(k)
i fjf

(1−aij−k)
i(3.5)

ただし , ti = q( (αi,αi)
2

hi), e
(n)
i = en

i /[n]!iとする.
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最後の関係式(3.5)は量子セール関係式とよばれる. [Lusztigの教科書]では, Uq (より正確には下に述べる三角部分環U±
q )

は, この関係式の代わりに §6で導入される内積に関する根基で割って定義される. 上のよく使われる定義との同値性は, カッ

ツ・ムーディー・リー環に関する対応する事実と, q = 1への特殊化を用いて証明される.

gを強調したいときには, Uq(g)と書く. しかし , ほとんどの場合は gを変える必要がないの
で, 単にUqと書く.

命題 3.6. Uq上に余積∆, 余単位写像 ε, 転置写像 Sを

∆(qh) = qh ⊗ qh, ∆(ei) = ei ⊗ t−1
i + 1⊗ ei, ∆(fi) = fi ⊗ 1 + ti ⊗ fi,

ε(qh) = 1, ε(ei) = ε(fi) = 0,

S(qh) = q−h, S(ei) = −eiti, S(fi) = −t−1
i fi

によって定義することができ, Uqはホップ代数となる.

[Lusztigの教科書]とは, ∆の定義が ei と fi の入れ替えの分だけずれているので注意すること. ∆Lusztig = ( ⊗ ) ◦
(∨ ⊗ ∨) ◦∆ ◦ ∨ ◦ となっている. 下に導入する と ∨の合成で共役になっている.

各 i ∈ I 毎に ei, fi, tiで生成される部分環はUqi
(sl2)と同型である. (ただしウェイト格子と

しては, 1
2
Zαiを取るものと約束する.) さらに∆についても閉じている.

UqのQ-代数としての自己同型 bar involution を次で定義する:

q = q−1, qh = q−h, ei = ei, fi = fi.(3.7)

UqのQ(qs)-代数としての自己同型 ∨と反自己同型 ∗ を次で定義する:

e∨i = fi, f∨i = ei, (qh)∨ = q−h,

e∗i = ei, f ∗i = fi, (qh)∗ = q−h.
(3.8)

ξ ∈ Q =
⊕
Zαiに対するUqのウェイト空間を

(Uq)ξ = {x ∈ Uq | qhxq−h = q〈h,ξ〉x for any h ∈ d−1P ∗}
によって定義する.

ei で生成される部分代数を U+
q , fi で生成されるものをU−

q , qh で生成されるものをU0
qであ

らわす. 次の三角分解が成り立つ.

定理 3.9. 積を与える次の写像は, Q(qs)-ベクトル空間の同型の同型になる.

U−
q ⊗Q(qs) U0

q ⊗Q(qs) U+
q

∼=−→ Uq; x⊗ t⊗ y 7→ xty

U±
q の定義には, カルタン・データを与えるだけで十分で,ルート・データは必要ないことを

注意しておこう.
また (U±

q )ξ = (Uq)ξ ∩U±
q とおく. ±ξ ∈ Q+ =

⊕
Z≥0αiでなければ (U±

q )ξ = 0となること
に注意する.

3.2. 表現. Uqの表現Mがウェイト空間分解を持つとは, 次の直和分解が成立するときをいう.

M =
⊕

λ∈P

Mλ Mλ
def.
= {m ∈ M | qhm = q〈h,λ〉m for all h ∈ d−1P ∗}

直和因子 Mλ で 0でないもののことをウェイトが λのウェイト空間という.
Uqの表現M 6= 0が最高ウェイト表現であるとは, あるベクトル mとウェイト λ ∈ P とで

あって, 次の条件を満たすものが存在するときをいう:

m ∈ Mλ, M = Uq ·m, eim = 0 for i ∈ I.

このとき λをM の最高ウェイト , mをM の最高ウェイト・ベクトルとよぶ. このとき Mは
ウェイト空間分解を持つことが容易に分かる. しかもそのウェイト µは λよりも次の意味で小
さい:

µ ≤ λ
def.⇐⇒ λ− µ ∈ Q+ =

∑
Z≥0αi.
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この順序 ≤ をウェイトの空間 P に定まる支配的順序という.
Uqの左イデアル J を

J
def.
=

∑
i

Uqei +
∑

h

Uq(q(h)− q〈h,λ〉)

で定義する. Uq/Jを左からの掛け算によってUqの表現と思ったものをヴァーマ加群といい,
M(λ)で表わす. 1の像 vλ を最高ウェイト・ベクトルにもつ最高ウェイト表現である. 次の性
質は容易に示される:

• 最高ウェイト λをもつ任意の最高ウェイト表現は,ヴァーマ加群の商である.
• U−

q 3 x 7→ xvλ ∈ M(λ)は Q(qs)-ベクトル空間の同型である.
• M(λ)はただ一つの既約な商を持つ.

Uqのウェイト空間分解を持つ表現Mが可積分であるとは, 任意のベクトルm ∈ Mと i ∈ I
に対して正の整数 nが存在して en

i m = 0 = fn
i mが成立するときをいう.

命題 3.10. M を最高ウェイトが λの最高ウェイト・ベクトルmをもつ最高ウェイト表現とす
る. Mが可積分であるための必要十分条件は, 次の二条件が成り立つことである:

• λは支配的である. すなわち 〈hi, λ〉 ≥ 0が任意の i ∈ Iについて成り立つ.

• f
〈hi,λ〉+1
i m = 0 が任意の i ∈ Iについて成り立つ.

V (λ) を Jと f
〈hi,λ〉+1
i で生成される左イデアルでUqを割ってできる最高ウェイト表現とし ,

vλを 1 の像とする.
次に述べる q = 1への特殊化と, カッツ・ムーディー・リー環の表現についての定理 (下の (2)

の主張, [Kacの教科書, Cor. 10.4])により, V (λ)が既約であることが分かる.

定理 3.11. (1) ヴァーマ加群M(λ)の既約商が可積分であるための必要十分条件は, λが支配
的であることである.

(2) 最高ウェイト表現 M が可積分ならば自動的に既約である.

(3) V (λ) ∼= U−
q /

∑
i∈I U−

q f
〈hi,λ〉+1
i が成り立つ.

U−
q の bar involution は, 上の (3)より自然に V (λ)の を誘導する. このとき

x · v = x · v for x ∈ Uq, v ∈ V (λ)

が成立する.

定義 3.12. 一般に表現M 上の bar involutionとは, Q-線型な対合 : M → Mで上の性質
を持つもののことをいう.

任意の可積分表現Mで性質
• 任意のm ∈ Mに対して, あるNが存在して x ∈ (U+

q )ξ (|ξ| ≥ N)は xm = 0を満たす.

を持つものは完全可約で,既約最高ウェイト加群の直和になることが,カッツ・ムーディー・リー環
のときと同様に, (量子化された)カシミール元を用いることによって証明される. ([Lusztigの教科書,
§6.2])

3.3. integral form. A = Z[qs, q
−1
s ]とし , Uqの integral form AUq を e

(n)
i , f

(n)
i , qh で生成さ

れる A-部分代数として定義する. ∆, , ∗は AUqを保つ.

AU
±
q = U±

q ∩AUq, AU
0
q = U0

q ∩AUqとおく. ウェイト空間の integral formも同様に定義する.
環準同型写像A → C; qs 7→ 1があるので, A上定義されたものは, ⊗ACを取ることによって

q = 1に特殊化することができる.
あとでは, この integral form をもっぱら使い, それが標準基底の理論で大切な役割を果た
すのであるが, ここではもっと安直に特殊化できるものを使う. ここだけで用いられる記号で
あるが, A1

def.
= {f(qs) ∈ Q(qs) | fは qs = 1で正則 }とおく. これは局所環で極大イデアルは

(q − 1)A1である. A1Uq, A1U
±
q を対応する integral formとする.
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定理 3.13. (A1U
±
q )ξは有限階数の自由な A1-加群である. また, A1U

±
q の q 7→ 1への特殊化

A1U
±
q ⊗A1 Cは, n±の普遍展開環U(n±)と写像

U(n±) 3 e
(n)
i (or f

(n)
i ) → e

(n)
i (or f

(n)
i ) ∈ A1U

±
q ⊗A1 C

によって同型である. ただし左辺の e
(n)
i は en

i /n!で定める.

事実としては, AUqについても同じ結果が正しいことが, 標準基底の存在から分かる. もしく
は, 有限型のときは PBW基底からも分かる. しかし , PIDであるA1 (したがってQ[qs, q

−1
s ]で

も同様である)に主張を弱めておけば, そのような苦労は必要なく, (A1U
±
q )ξが有限階数の自由

なA1-加群であることがただちに従う. ([Hong-Kang, §§3.3-3.4], [谷崎の教科書, 定理 5.7]参照)
また, 後半の主張は, 次のようにして示す.

• 準同型写像が存在することは, 量子セール関係式の q = 1への特殊化が通常のセール関係式になっていることによる. また定義から
全射である.

• 可積分最高ウェイト加群 V (λ)について, 対応する integral form A1V (λ)を構成しする.
• カッツ・ムーディー・リー環については, 可積分最高ウェイト加群が

V (λ) ∼= U(n−)/
X
i∈I

U(n−)f
〈hi,λ〉+1
i

となることが知られているので, V (λ)から特殊化 A1V (λ)⊗A1 Cへの全射線型写像が誘導される.

• ところが, V (λ)は既約だから, これは同型にならざるを得ない.
• λをどんどん大きくして, 普遍展開環についての主張を導く.

integral form AUq は他にも 1の巾根への特殊化を定めるときにも用いられるが,ここでは触
れない. また, あとで述べる標準基底の定義の際にも重要な役割を果たす.
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4. 組み紐群の作用

この節では, Uqへの組み紐群の自己同型としての作用を定義する. この結果は Lusztigによ
るが,
[Saito:1994] Y. Saito, PBW basis of quantized universal enveloping algebras, Publ. Res. Inst. Math. Sci. 30

(1994), no. 2, 209–232.

に従って導入する. 組み紐群の定義関係式の証明は, Lusztigのものよりも筋道がすっきりして
いると思うが,それでもかなり計算をする必要がある. ここでは, はしょるので,興味のある方
は原論文にあたってもらいたい.
また [Lusztigの教科書]の記号との対応は次で与えられる.

Ti = T ′′
i,1, T−1

i = T ′
i,−1, ◦ Ti ◦ = T ′′

i,−1, ◦ T−1
i ◦ = T ′

i,1

V が gの可積分表現のときに, ri = exp(ei) exp(−fi) exp(ei)は, V の線型変換を与え, ウェイ
ト空間 Vµ をワイル群で移したウェイト空間 Vsiµに移すことを思い出そう. 組み紐群の作用素
は, これの q-類似と考えることができる.

V をUq(sl2)の可積分表現とし , v ∈ V をウェイト mのベクトルとするとき

T (v) = expq−1(q−1et−1) expq−1(−f) expq−1(qet)qm(m+1)/2v

とおく. ただし

expq−1 X =
∞∑

k=0

q
−k(k−1)

2 Xk

[k]!

とする. V は可積分であるから, 和は有限和であることに注意しよう.
このように, 無限和なのでUqには入っていないが, 可積分表現への作用素としては定義でき
るような元は, 今後たびたび現れることになる.

演習問題 4.1. (expq x)−1 = expq−1(−x)を証明せよ.

命題 4.2. (1) vがウェイト mのとき

T (v) =
∑

a,b,c≥0
−a+b−c=m

(−1)bqb−ace(a)f (b)e(c)v

である.
(2) V = V (n)のとき, v0を最高ウェイトベクトルで, vi = f (i)v0とするとT (vi) = (−1)n−iq(n−i)(i+1)vn−i

が成り立つ.

証明. 完全可役性から (1)も V = V (n)のときに示せばよい. このときに (1),(2)を同時に示そう. まず(2.1)で見たように

f (r)vi =

�
r + i

r

�
vi+r, e(r)vi =

�
n + r − i

r

�
vi−r

に注意する. よって

T (vi)

=
X

a,b,c≥0

(−1)bq
−a(a−1)

2 (q−1et−1)(a)q
−b(b−1)

2 f (b)q
−c(c−1)

2 (qet)(c)q
(n−2i)(n−2i+1)

2 vi

=
X

a,b,c≥0

(−1)bqAe(a)f (b)e(c)vi

=
X

a,b,c≥0

(−1)bqA

�
n− i + c

c

� �
b + i− c

b

� �
n− i + a− b + c

a

�
vi−a+b−c

となる. ただし

A =
−a(3a− 1)

2
− b(b− 1)

2
+

c(c + 1)

2

+ 2a(b− c) +
(n− 2i)(n− 2i + 1)

2
+ (n− 2i)(c− a)

である. (2)は, N = −a + b− cを固定して上の式の vi−a+b−c = vi+N の和を取ると

(−1)n−iq(n−i)(i+1)δN,n−2i
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となることに他ならない. これをチェックしよう. N の他に aを固定して (したがって b− c = N + aも固定される), 次の和を計算する:X
b,c≥0

b−c=N+a

(−1)bqc(n−2i−N−a+1)−i(n−i+1)

�
n− i + c

c

� �
b + i− c

b

�
=

X
c:i≥c≥0

(−1)b−cq(−n+i−1)(i−c)−c(N+a+i)

�−n + i− 1
c

� �
N + a + i

i− c

�
((1.6)より)

= (−1)N+a

�−n + 2i + N + a− 1
i

�
(命題 1.4より)

= (−1)N+a+i

�
n− i−N − a

i

�
((1.6)より)

= (−1)N+a+i

�
n− i−N − a
n− 2i−N − a

�
= (−1)n−i

� −i− 1
n− 2i−N − a

�
(****より)

ここで

A =
(n− 2i)(n− 2i + 1)

2
− (−a + b− c)(−a + b− c + 1)

2

+ c(n− 2i + c− b + 1)− a(n− 2i)− a(a− b + c) + b− c

に注意して, 上の式を用いて vi+N の係数を計算すると

(−1)n−iqB
X
a≥0

q−a(n−2i−N+1)

� −i− 1
n− 2i−N − a

� �
n− i + a− b + c

a

�
= (−1)n−iqB−(n−2i−N)(n−i−N)

×
X
a≥0

qa(i+1)+(n−2i−N−a)(n−i−N)

� −i− 1
n− 2i−N − a

� �
n− i−N

a

�
= (−1)n−iqB−(n−2i−N)(n−i−N)

�
n− 2i−N − 1

n− 2i−N

�
(命題 1.4より)

= (−1)n−iqB−(n−2i−N)(n−i−N)δn−2i−N,0

となる. ただし

B =
(n− 2i)(n− 2i + 1)

2
− N(N + 1)

2
+ N + i(n− i + 1)

である. N = n− 2iのとき, B は (n− i)(i + 1)に等しいので (2)が示された. (1)は, N = n− 2iのときに A = b− acとなることから従
う.

命題 4.3. V をUq(sl2)の可積分表現とし, v ∈ V とするとき, 次の式が成り立つ.
(1) T (qhv) = q−hT (v)
(2) T (ev) = (−ft)T (v)
(3) T (fv) = (−t−1e)T (v)

証明. 命題 4.2(2)のように V = V (n), v = vi としてよい. (1) は, vi, vn−i のウェイトがそれぞれ n− 2i, −n + 2iであることから従う.
(2)は,

T (evi) = [n + 1− i]T (vi−1) = (−1)n−i+1[n + 1− i]q(n−i+1)ivn−i+1,

−ftT (vi) = ft(−1)n−i+1q(n−i)(i+1)vn−i

= (−1)n−i+1q(n−i)(i+1)+2i−n[n + 1− i]vn−i+1

から従う. (3)も同様にチェックできる.

T はテンソル積とは, compatibleでなく, 可積分表現 M , N のテンソル積M ⊗ Nに働く T
は, T ⊗ T では与えられない. ‘intertwiner’を作るために作用素 L を

L(x⊗ y) =
∑

n

qn(n−1)/2

n∏
a=1

(qa − q−a)e(n)x⊗ f (n)y

によって定義する.

命題 4.4. Lは可逆で, 次が成立する.

L−1 = ( ⊗ ) ◦ L ◦ , L ◦ T (x⊗ y) = Tx⊗ Ty for x⊗ y ∈ M ⊗N.

証明. ∆Lusztig = ( ⊗ )◦(∨⊗∨)◦∆◦∨◦ であるから, Φ
def.
= ∨◦ で [Lusztigの教科書, 5.3.4]の式 T •⊗•◦LLusztig = T⊗LusztigT

の共役を取って, Φ ◦ T ◦Φ = T−1 に注意すると,
�
T •⊗•

�−1 ◦ (Φ⊗Φ)(LLusztig) = T−1 ⊗ T−1 よって L = (Φ⊗Φ)(LLusztig)として結
論を得る.
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次に一般の gの場合に戻る. V をUqの可積分表現とする. 各 i毎にUqi
(sl2) → Uqを通じて,

V をUqi
(sl2)の表現と考えることにより, 上の作用素 T を定義することができる. これを Tiで

表わす. また, S, S ′が可積分表現 V に働く作用素で Sが可逆のときに, Ad(S)(S ′) = SS ′S−1

によって Ad(S)(S ′)を定める.

定理 4.5. (1) x ∈ Uqに対して, Ad(Ti)(x)はUqの元で実現される. すなわち, ある x′ ∈ Uqが
存在して,

Ti(xv) = x′Ti(v) for v ∈ V

が, 任意の可積分表現 V とそのベクトル v ∈ V について成り立つ. しかもそのような x′はただ
一つである.

(2) 上の写像Ad(Ti) : x 7→ x′は, Uqの自己同型写像である.
(3) Ad(Ti) : x 7→ x′は生成元に対して次の式で与えられる:

qhj 7→ qsihj , ei 7→ −fiti, fi 7→ −t−1
i ei,

ej 7→
∑

r+s=−aij

(−1)sq−s
i e

(r)
i eje

(s)
i (i 6= j),

fj 7→
∑

r+s=−aij

(−1)rqr
i f

(r)
i fjf

(s)
i (i 6= j).

このアプローチでは, sl2 の場合に定義を与えれば, ‘自然に’ Ad(Ti)(fj)が定まってしまう. Ad(Ti)の定義を上で与えると

考えてもよいが, それよりはこのアプローチの方が見易いであろう.

証明. まず一意性を示す. x′ と x′′ が条件を満たすとすると, (x′ − x′′)Ti(v) = 0が任意の可積分表現 V と v ∈ V について成り立つことに
なる. Ti が可逆であることに注意すると, x′ − x′′ は任意の可積分表現に 0で働くことになる. よって***により x′ = x′′ である. また, x1,
x2 ∈ Uq に対して, 対応する元 x′1, x′2 ∈ Uq が示されていたとすると, ax1 + bx2 と x1x2 に対応する元は, それぞれ ax′1 + bx′2, x′1x′2 で
与えられる. よって (1)は Uq の生成元について示せば十分であり, またそれが示されれば (2)は, 自動的に従う.

x = ei, fi について対応する x′ が存在し, (3)の式で与えられることは, すでに命題 4.3で示されている. また x = qhj についてもウェ
イトの関係を見れば, (3)の式で与えられることは明らかである. 残った x = ej , fj (i 6= j)の場合を示すために若干の準備をする.

Aをホップ代数とするとき, (a1 ⊗ a2) · y = a1yS(a2)によって, Aに A ⊗ A-加群の構造を入
れ, さらに∆によって A-加群の構造を入れる. これを ad(x)y で表わす. すなわち

ad(x)y =
∑

xiyS(x′i), (∆x =
∑

xi ⊗ x′i)

となる. ad : A → EndA(A)は, 環準同型である. A = Uqのときに生成元について, その行き先
を定めると

ad(qhi)(x) = qhixq−hi ,

ad(ei)(x) = eixti − xeiti, ad(fi)(x) = fix− tixt−1
i fi

となる. 帰納法により

ad(f
(m)
i )(x) =

∑
r+s=m

(−1)rq
r(1−m)
i f

(s)
i tri xt−r

i f
(r)
i

ad(e
(m)
i )(x) =

∑
r+s=m

(−1)rq
r(m−1)
i e

(s)
i xe

(r)
i tmi

が証明される. また ∗を(3.8)の反自己同型とするとき, ad∗(x)(y) = (ad(x)(y∗))∗によって定め
る. ad∗(x)はUqの準同型であり, ad∗ : Uq → EndUq Uqは,環準同型である. 生成元に対しては

ad∗(qhi)(u) = qhiuq−hi ,

ad∗(ei)(u) = t−1
i uei − t−1

i eiu, ad∗(fi)(u) = ufi − fitiut−1
i

(4.6)
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が示される. 上の式より

ad∗(f (m)
i )(x) =

∑
r+s=m

(−1)rq
r(1−m)
i f

(r)
i tri xt−r

i f
(s)
i

ad∗(e(m)
i )(x) =

∑
r+s=m

(−1)rq
r(m−1)
i t−m

i e
(r)
i xe

(s)
i

(4.7)

が成り立つ. 特別な場合の次の二つの式はあとでよく使われる:

ad(f
(m)
i )(fj) =

∑
r+s=m

(−1)rq
r(−aij+1−m)
i f

(s)
i fjf

(r)
i ,

ad∗(f (m)
i )(fj) =

∑
r+s=m

(−1)rq
r(−aij+1−m)
i f

(r)
i fjf

(s)
i .

(4.8)

量子セール関係式(3.5)は, ad(f
(−aij+1)
i )(fj) = 0, もしくは ad∗(f (−aij+1)

i )(fj) = 0と書き換えら
れることに注意しよう.

補題 4.9. i 6= j とする. V =
L−aij

k=0 Q(q) ad∗(f (k)
i )(fj)とおく. ad∗ を通じて V は Uqi (sl2)の既約表現になり, その最高ウェイト・ベ

クトルは fj で, 最高ウェイトは −aij である. 特に

ad∗(e(k)
i )

�
ad∗(f (−aij)

i )(fj)
�

= ad∗(f (−aij)

i )(fj)

が成り立つ.

証明. ad∗ が環準同型であること, ad∗(ei)(fj) = 0となることから, 主張は容易にチェックできる.

定理 4.5の証明の続きに入る. 可積分表現 V に働く作用素 T ′i を

T ′i = exp
q−1

i
(−fi) exp

q−1
i

(qieiti)

によって定義する. T ′i は Ti の定義の真ん中の二項である:

Tiv = exp
q−1

i
(q−1

i eit
−1
i )T ′i q

m(m+1)
i v, (m = 〈hi, wt(v)〉)

定理 4.5(3)の fj の式は, Ad(Ti)(fj) = ad∗(f (−aij)

i )(fj)に他ならないことを注意しよう.

補題 4.10. i 6= j とする.

Ad(T ′i )(fjt−1
j ) = q

−aij(aij−1)/2

i Ad
�
expqi

(−q−1
i eit

−1
i )
��

ad∗(f (−aij)

i )(fj)t
−1
j

�
が成り立つ.

証明. まず [qieiti, fjt−1
j ] = 0に注意して

Ad
�
exp

q−1
i

(qieiti)
�

(fjt−1
j ) = fjt−1

j

である. よって

Ad(T ′i )(fjt−1
j )

= Ad
�
exp

q−1
i

(−fi)
�

(fjt−1
j )

=
X

k,l≥0

(−1)lq
−l(l−1)/2
i f

(l)
i fjt−1

j q
k(k−1)/2
i f

(k)
i (Exercise 4.1より)

=
∞X

t=0

tX
k=0

(−1)t−kq
− t(t−1)

2 +k(t−1+aij)

i f
(t−k)
i fjf

(k)
i t−1

j

=
∞X

t=0

q
t(t−1)

2 +taij

i ad∗(f (t)
i )(fj)t

−1
j

となる. 最後の式の和は, q-セール関係式によって
P−aij

t=0 と置き換えることができる.
一方

Ad
�
expqi

(−q−1
i eit

−1
i )
��

ad∗(f (−aij)

i )(fj) t−1
j

�
=
X

k,l≥0

(−1)kq
k(k−1)/2
i (q−1

i eit
−1
i )(k) ad∗(f (−aij)

i )(fj) t−1
j q

−l(l−1)/2
i (q−1

i eit
−1
i )(l)

=
∞X

t=0

tX
k=0

q
t(t+1)

2 +k(t−1)

i t−k
i e

(k)
i ad∗(f (−aij)

i )(fj) e
(t−k)
i t−1

j

=
∞X

t=0

q
t(t+1)

2 +k(t−1)

i ad∗(e(t)
i )

�
ad∗(f (−aij)

i )(fj)
�

t−1
j ((4.7)より)
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=

−aijX
t=0

q
t(t+1)

2
i ad∗(f (−aij−t)

i )(fj)t
−1
j (補題 4.9より)

である. −aij − tを tで置き換えて上の式と比較すれば結論を得る.

定理 4.5の証明の続き. 可積分表現 V に働く作用素 q
hi(hi+1)/2
i を

q
hi(hi+1)/2
i v = q

m(m+1)/2
i v, 〈wt v, hi〉 = m

によって定義する. すると

q
hi(hi+1)/2
i fjq

−hi(hi+1)/2
i v = qA

i fjv

で

A =
1

2
〈wt v − αj , hi〉(〈wt v − αj , hi〉+ 1)− 1

2
〈wt v, hi〉(〈wt v, hi〉+ 1)

=
1

2
aij(aij − 1)− aij〈wt v, hi〉

である. よって

Ad(Ti)(fjt−1
j t

aij

i )

= Ad(exp
q−1

i
(q−1

i eit
−1
i )T ′i )(q

hi(hi+1)
i fjt−1

j t
aij

i q
−hi(hi+1)
i )

= q
aij(aij−1)/2

i Ad(exp
q−1

i
(q−1

i eit
−1
i )T ′i )(fjt−1

j )

= ad∗(f (−aij)

i )(fj)t
−1
j (補題 4.10と演習問題 4.1より)

を得る. 一方

Ad(Ti)(fjt−1
j t

aij

i ) = Ad(Ti)(fj) Ad(Ti)(t
−1
j t

aij

i ) = Ad(Ti)(fj)t
−1
j

であるから Ad(Ti)(fj) = ad∗(f (−aij)

i )(fj)が示された.
Uq の対合 ∨を思い出そう. Ti を Uq の元の形式的な級数と考え, 各項に ∨を適用したものを T∨i とおく. すなわち

T∨i = exp
q−1

i
(q−1

i fiti) exp
q−1

i
(−ei) exp

q−1
i

(qifit
−1
i )q

−hi(−hi+1)
i

である. 可積分表現に作用する作用素としては, well-definedである. このとき

T∨i (v) = (−qi)
−〈wt v,hi〉Ti(v)

が成り立つことをみよう. これは g = sl2, V = V (n) のときに証明すればよい. このとき ϕ : V (n) → V (n)を vi 7→ vn−i で定義すると,
通常の表現と ∨を通じた表現を繋絡する. すなわち ϕ(xv) = x∨ϕ(v)が成り立つ. よって T∨i = ϕ ◦ Ti ◦ ϕが満たされる. 命題 4.2(2)を用
いると

T∨i (vk) = (−1)kq
k(n−k+1)
i vn−k = (−qi)

−n+2k(−1)n−kq
(n−k)(k+1)
i vn−k

となるから上の主張が示された.
これを用いると

Ti(ejv) = Ti(f
∨
j v) = (−qi)

〈wt v+αj ,hi〉T∨i (f∨j v) = (−qi)
〈wt v+αj ,hi〉(Tifj)

∨v

となる. (Tifj)
∨ は, 形式的な Tifi の各項に ∨を適用したものである. 上に証明した Tifi = ad∗(f (−aij)

i )(fj)Ti により,

(−qi)
〈wt v+αj ,hi〉(Tifj)

∨v = (−qi)
〈wt v+αj ,hi〉

�
ad∗(f (−aij)

i )(fj)
�∨

T∨i v

=
X

r+s=−aij

(−1)sq−s
i e

(r)
i eje

(s)
i Ti(v)

これが定理 4.5(3)の ej の式である.

次の命題は, 定理 4.5(3)の fjの式の一般化であり, あとで使われる.

命題 4.11. Ad(Ti)(ad(f
(m)
i )(fj)) = ad∗(f (−aij−m)

i )(fj)

証明. まず x ∈ Uq に対し

Ad(Ti)(ad(fi)(x)) = Ad(Ti)(fix− tixt−1
i fi)

= −t−1
i ei Ad(Ti)(x) + t−1

i Ad(Ti)(x)ei = ad∗(ei)(Ad(Ti)(x))

に注意する. したがって

Ad(Ti)(ad(f
(m)
i )(fj)) = ad∗(e(m)

i ) Ad(Ti)(fj)

= ad∗(e(m)
i ) ad∗(f (−aij)

i )(fj) (定理 4.5(3)より)

= ad∗(f (−aij−m)

i )(fj)

と結論が示される.
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m = −aij とおいて次を得る.

系 4.12. Ad(T−1
i )(fj) = ad(f

(−aij)

i )(fj) =
X

r+s=−aij

(−1)rqr
i f

(s)
i fjf

(r)
i

i 6= jとする. aijaji = 0, 1, 2, 3, ≥4に応じて, h(i, j) = 2, 3, 4, 6,∞ と定める.

命題 4.13. i 6= jとする. h(i, j) < ∞のとき次が成り立つ.

Ad( · · ·TiTj︸ ︷︷ ︸
h(i, j)− 1 個

)(fi) =

{
fi h(i, j)が偶数のとき
fj h(i, j)が奇数のとき

これは場合分けをして命題 4.11を用いて具体的に計算を実行することより証明される.

証明. (a) aij = aji = 0のとき. 定理 4.5(3)より

Ad(Tj)(fi) = fi, Ad(Ti)(fj) = fj

だから正しい.
残りの場合は, 必要ならば iと j を入れ替えて aji = −1であると約束する. aij = −1,−2,−3に従い, 場合分けで証明する. まずは,ど

の場合も

ad(fi)(fj) = fifj − q
−aij

i fjfi = fifj − qjfjfi = ad∗(fj)(fi),

ad∗(fi)(fj) = fjfi − q
−aij

i fifj = fjfi − qjfifj = ad(fj)(fi),
(4.14)

が成り立つことを注意しよう.
(b) aij = aji = −1のとき. 定理 4.5(3)と(4.14)と系 4.12より

Ad(Tj)(fi) = ad∗(fj)(fi) = ad(fi)(fj) = Ad(T−1
i )(fj)

だから Ad(TiTj)(fi) = fj である. また, iと j が対称であることに注意して Ad(TjTi)(fj) = fi も成り立つ.
(c) aij = −2, aji = −1のとき.

Ad(TiTj)(fi) = Ad(Ti)(ad∗(fj)(fi)) = Ad(Ti)(ad(fi)fj) (定理 4.5(3)と(4.14)より)

= ad∗(fi)(fj) = ad(fj)(fi) (命題 4.11と(4.14)より)

= Ad(T−1
j )(fi) (系 4.12より)

よって Ad(TjTiTj)(fi) = fi である.
次に Ad(TiTjTi)(fj) = fj を示す. まず

ad∗(f (2)
i )(fj) = fjf

(2)
i − qififjfi + q2

i f
(2)
i fj

=
1

[2]i

�
fjf2

i − (qj + 1)fifjfi + qjf2
i fj

�
(qj = q2

i より)

=
1

[2]i
(ad(fj)(fi) · fi − fi · ad(fj)(fi))

に注意する.

Ad(TjTi)(fj) = Ad(Tj)(ad∗(f (2)
i )(fj)) (定理 4.5(3)より)

=
1

[2]i
Ad(Tj) (ad(fj)(fi) · fi − fi · ad(fj)(fi)) (上の注意より)

=
1

[2]i
(fi · ad∗(fj)(fi)− ad∗(fj)(fi) · fi) (命題 4.11より)

= ad(f
(2)
i )(fj) (上の注意に ∗を適用)

= Ad(T−1
i )(fj) (系 4.12より)

であるから, Ad(TiTjTi)(fj) = fj を得る.
(d) aij = −3, aji = −1のとき. まず

ad∗(f (2)
i )(fj) = fjf

(2)
i − q2

i fifjfi + q4
i f

(2)
i fj

=
1

[2]i

�
fjf2

i − (qj + qi)fifjfi + qiqjf2
i fj

�
(qj = q3

i より)

=
1

[2]i
(ad(fj)(fi) · fi − qifi · ad(fj)(fi))
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に注意しよう.

Ad(Tj)(ad∗(f (2)
i )(fj))(4.15)

=
1

[2]i
Ad(Tj) (ad(fj)(fi) · fi − qifi · ad(fj)(fi)) (上の注意より)

=
1

[2]i
(fi · ad∗(fj)(fi)− qi ad∗(fj)(fi) · fi) (命題 4.11より)

= ad(f
(2)
i )(fj) (上の注意に ∗を適用)

よって

Ad(TjTiTj)(fi) = Ad(TjTi)(ad∗(fj)(fi)) = Ad(TjTi)(ad(fi)fj) (定理 4.5(3)と(4.14)より)

= Ad(Tj)(ad∗(f (2)
i )(fj)) = ad(f

(2)
i )(fj) (命題 4.11と(4.15)より)

一方で

Ad(T−1
i T−1

j )(fi) = Ad(T−1
i )(ad(fj)(fi)) = Ad(T−1

i )(ad∗(fi)fj)

= ad(f
(2)
i )(fj) (命題 4.11より)

であるから, Ad(TjTiTjTiTj)(fi) = fi を得る.
最後に Ad(TiTjTiTjTi)(fj) = fj を示す. まず

ad∗(f (3)
i )(fj)

= fjf
(3)
i − qififjf

(2)
i + q2

i f
(2)
i fjfi − q3

i f
(3)
i fj

=
1

[3]i

�
fjf

(2)
i fi − (q3

i + qi + q−1
i )fifjf

(2)
i + (q4

i + q2
i + 1)f

(2)
i fjfi − q3

i fif
(2)
i fj

�
=

1

[3]i

�
ad∗(f (2)

i )(fj)fi − q−1
i fi ad∗(f (2)

i )(fj)
�

に注意する.

Ad(TjTi)(fj)

= Ad(Tj)(ad∗(f (3)
i )(fj)) (定理 4.5(3)より)

=
1

[3]i
Ad(Tj)

�
ad∗(f (2)

i )(fj)fi − q−1
i fi ad∗(f (2)

i )(fj)
�

(上の注意より)

=
1

[3]i

�
ad(f

(2)
i )(fj) ad∗(fj)(fi)− q−1

i ad∗(fj)(fi) ad(f
(2)
i )(fj)

�
((4.15)より)

=
1

[3]i

�
ad(f

(2)
i )(fj) ad(fi)(fj)− q−1

i ad(fi)(fj) ad(f
(2)
i )(fj)

�
((4.14)より)

よって命題 4.11により

Ad(TiTjTi)(fj) =
1

[3]i

�
ad∗(fi)(fj) ad∗(f (2)

i )(fj)− q−1
i ad∗(f (2)

i )(fj) ad∗(fi)(fj)
�

あとは上と同様に Ad(T−1
j T−1

i )(fj)を計算して結論を得る.

定理 4.16 (組み紐群の関係式). (1) Tiは組み紐群の関係式を満たす. すなわち

TiTj · · ·︸ ︷︷ ︸
h(i, j) 個

= TjTi · · ·︸ ︷︷ ︸
h(i, j) 個

が成り立つ.
(2) Ad Tiも組み紐群の関係式を満たす.

証明. aij = aji = −1のときに示すが, 他の場合も証明は全く同様である.
(1) 組み紐群の関係式 TiTjTi = TjTiTjは

Tj = Ad(Ti) Ad(Tj)(Ti)(4.17)

と同値である. 命題 4.13とそれに ∨を適用したものを考えて
Ad(Ti) Ad(Tj)(fi) = fj, Ad(Ti) Ad(Tj)(ei) = ej

が成り立つ. また定理 4.5(3)より

Ad(Ti) Ad(Tj)(q
hi) = qhj
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もチェックできる. Tiの定義式

Ti = expq−1
i

(q−1
i eit

−1
i ) expq−1

i
(−fi) expq−1

i
(qieiti)q

hi(hi+1)/2
i

に Ad(TiTj)を作用させて, 上の三つの関係式と qi = qj を用いれば(4.17)が導かれる. aij =
aji = −1でない場合は qi = qjは成り立たないが, h(i, j)が偶数であることからこの式は必要な
くなる.

(2) 組み紐群の関係式Ad(Ti) Ad(Tj) Ad(Ti) = Ad(Tj) Ad(Ti) Ad(Tj)は, TiTjTi = TjTiTjか
ら直ちに従う.

これ以降Ad(Ti)をUqの環自己同型と考え, 単に Tiで表わすことにする. あとのために T−1
i

の式も書き留めておく. T−1
i は生成元に対して次の式で与えられる:

qhj 7→ qsihj , ei 7→ −t−1
i fi, fi 7→ −eiti,

ej 7→
∑

r+s=−aij

(−1)rq−r
i e

(r)
i eje

(s)
i (i 6= j),

fj 7→
∑

r+s=−aij

(−1)sqs
i f

(r)
i fjf

(s)
i (i 6= j).

最後の式は, 系 4.12に他ならない. 定理 4.5の証明の最後の議論を用いて, T−1
i (ej)の式がこの式から従う. その他の式は容易にチェッ

クできる. 定理 4.5の式と見比べると, 次の関係式が成り立つことが分かるであろう.

命題 4.18.

∗ ◦ Ti ◦ ∗ = T−1
i , ◦ ∨ ◦ Ti ◦ ∨ ◦ = T−1

i

以上により組み紐群が Uqに自己同型として作用することが証明された. よく知られた事実
として, ワイル群の元 w ∈ W が与えられたときに, その最短表示を w = si1si2 · · · siN を取り,
対応する組み紐群の元 Ti1Ti2 · · ·TiN は最短表示の取り方によらないことが知られている. (文
献??) そこでワイル群の元wに対応する組み紐群の作用素を Twで表わすことにする.

U−
q を箙の表現のRingel-Hall代数として実現したとき, Ti は頂点 iに関する鏡映関手 (reflec-

tion functor)に対応する. ディンキン箙の直既約表現は, 正ルートと対応し , 頂点 iに対応する
単純表現 Si に鏡映関手を次々に適用することで得られることが知られているので (Gabriel,
Bernstein-Gelfand-Ponomarev), Tw(fi)は直既約表現に対応することが分かる.
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5. 有限型のU−
q に対するPBW基底

この節では gは有限次元の複素単純リー環であると約束する.

5.1. U(n−)のPBW (Poincaré-Birkhoff-Witt)基底を復習しよう (例えば [谷崎の教科書,
定理 1.24]参照):

定理 5.1. n−の基底を{xα}とし,添え字集合{α}には全順序を入れておく. このとき xα1xα2 · · ·xαr

(α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αr)はU(n−)の基底を与える. ただし r = 0のときは上の元は 1であると約
束する.

定理 3.13により, U−
q を q = 1に特殊化するとU(n−)が得られるのだから,上の PBW基底

をU−
q に ‘持ち上げ’られないか? と考えるのは, 自然なことである. U−

q はU(n−)の q-変形で
あって, n−の q-変形は定められていないが,ルート空間分解 n− =

⊕
α∈∆+ gα を思い出して, gα

に ‘属する’ようなベクトル (‘ルート・ベクトル’とよぼう)を構成する.
正ルートは, 単純ルートにワイル群の元を施して得られるのであるから,ルート・ベクトルは

fiに Twを施して定義するのは自然であろう. 先ずは,これがU−
q に入っていることを確かめる.

命題 5.2. w ∈ W とし, w(αi)は正ルートであるとする. このとき Tw(fi) ∈ U−
q である. また

w(αi)が単純ルート αjのときは Tw(fi) = fjとなる.

証明. g = sl2のときは証明することは何もない. 次に gは rankが 2であるとし , I = {i, j}と
する. 場合分けで具体的に計算することによってチェックできる.

(a) aij = aji = 0のとき. sj(αi) = αi, Tj(fi) = fi だからチェックする必要はない.
(b) aij = aji = −1のとき. w = sj で sj(αi) = αi + αj のときと, w = sisj で sisj(αi) = αj のときを調べればよい. 命題 4.13で

計算したように

Tj(fi) = ad∗(fj)(fi), TiTj(fi) = fj

であるから主張は成立する.
(c) aij = −2, aji = −1のとき. iと j を入れ替えたものも調べなくてはいけないので, 次の 6つの場合を考える必要がある:

sj(αi) = αi + αj , sisj(αi) = αi + αj , sjsisj(αi) = αi,

si(αj) = 2αi + αj , sjsi(αj) = 2αi + αj , sisjsi(αj) = αj

命題 4.13の計算から, 対応する U−
q の元は

Tj(fi) = ad∗(fj)(fi), TiTj(fi) = ad∗(fi)(fj), TjTiTj(fi) = fi,

Ti(fj) = ad∗(f (2)
i )(fj), TjTi(fj) = ad(f

(2)
i )(fj), TiTjTi(fj) = fj

で与えられるので主張は成立する.

(d) aij = −3, aji = −1のとき. 上と同様に命題 4.13の計算から従う.

次に rank g ≥ 2のときを考える. l(w)に関する帰納法で証明する. l(w) = 0のとき, すなわ
ち w = eのときは証明すべきことはない. l(w) > 0とし , l(wsj) = l(w) − 1となる j ∈ Iを取
る. 仮定から i 6= jである. 事実 (???)より次を満たすように w = w′w′′と分解できる:

(1) w′′は siと sjで生成される部分群に属する.
(2) l(w) = l(w′) + l(w′′)
(3) l(w′si) = l(w′) + 1, l(w′sj) = l(w′) + 1

上で述べ (て計算を略し)たことにより, Tw′′(fi) ∈ U−
q である. また w 6= w′だから l(w) > l(w′)

であり, 帰納法の仮定から Tw′(fi), Tw′(fj) ∈ U−
q である. (条件 (3)より w′(αi), w

′(αj) ∈ ∆+に
注意する.) したがって Tw(fi) = Tw′Tw′′(fi) ∈ U−

q が成り立つ.
次に後半の主張をチェックする. w(αi) = αk であるときに w′′(αi) = αj または αiであるこ

とを示せば, 上と同様の議論によって主張が従う. w′′(αi) = aαi + bαj (a, b ∈ Z≥0)とすると

wαi = aw′αi + bw′αj

となるが, w′αi, w′αjが正ルートであったことに注意すると, a または bが 0でなければ, wαi

が単純ルート αkであることに反する.
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w0 ∈ W を最長元とする. その最短表示 w0 = si1si2 · · · siν を取って固定する. (ν = l(w0))
h = (i1, i2, . . . , iν) ∈ Iνを最短表示を指定するベクトルとする. (あとで最短表示を取り替えた
ときに, hを取り替える.) このときよく知られた事実 (???)により

{
αi1 , si1(αi2), . . . , si1 · · · siν−1(αiν )

}
(5.3)

は, 正ルートの全体∆+となる. また, このとき左にあるものが小さいとして, ∆+に全順序が
定まっていることに注意しよう. 正ルート α = si1 · · · sip−1(αip) (p = 1, . . . , ν)に対応するルー
ト・ベクトルを

(Ti1 · · ·Tip−1)(fip)

によって定義する. 命題 5.2により,これはU−
q に入っている. また, α = αjのときは fjとなっ

ていることにも注意する. fαのウェイトは確かに −αに等しい. ただし , ルート・ベクトルは,
あくまで w0の最短表示の取り方に依存することに注意しよう. 実際 rank 2の場合に, 最短表
示を取り替えるとどう変わるかをあとで見る.
ルート・ベクトルを最短表示から決まる自然な順序によって掛けて単項式を作る. すなわち,

c = (c1, . . . , cν) ∈ Zν
≥0に対して

L(c,h) = f
(c1)
i1

Ti1(f
(c2)
i2

) · · · (Ti1 · · ·Tiν−1)(f
(cν)
iν

)

とおく. これが, この講義の主人公である.

定理 5.4. hを固定する. {L(c,h) | c ∈ Zν
≥0}はU−

q のQ(q)-ベクトル空間としての基底である.

証明. pに関する上からの帰納法で c1 = · · · = cp = 0を満たす元の全体が一次独立であること
を示す. p = νのときは, L(c,h) = 1であり, 正しい. 次に cが c1 = · · · = cp−1 = 0を満たす
とき

L(c,h) = (Ti1 · · ·Tip−1)(f
(cp)
ip

)× L(c′,h)

と分解する. ただし c′は cの cpを 0で置き換えたものある. すると

(T−1
ip
· · ·T−1

i1
)L(c,h) =

1

[c1]!i
(−eiptip)

c1 × (T−1
ip
· · ·T−1

i1
)L(c′,h)

積写像がU≥0
q ⊗U−

q

∼=−→ Uqと同型を与えていたことを思い出すと (定理 3.9), {L(c,h)}の一次
独立性は {L(c′,h)}の一次独立性, すなわち帰納法の仮定から従う. よって {L(c,h) | c ∈ Zν

≥0}
は一次独立であることが示された.

U−
q の各ウェイト空間の次元を考えると, 定理 5.1により, L(c,h)のうちの与えられたウェイ

トを持つものの個数に一致するので, 基底になっていることも分かる.

定義 5.5. {L(c,h) | c ∈ Zν
≥0}をU−

q のPBW基底と呼ぶ.

ワイル群の最長元w0の最短表示の取り方 hに二重に依存していることに注意しよう. まず,
ルート・ベクトルが最短表示の取り方に依存し , さらにルートベクトルを掛ける順番も取り方
に依存しているからである.
上の結果では Q(qs)-ベクトル空間としての基底になっていることを示したが, 以下では, こ

の PBW基底がU−
q のいろいろな integral formに対して基底になっていることを調べていく.

その前に, PBW基底とテンソル積の関係を注意しておこう. 各 i ∈ Iに対して命題 4.4の L
を取って Liと書く. ワイル群の元 wの最短表示 w = si1si2 · · · sipをとる. h = (i1, i2, . . . , ip),
c = (c1, . . . , cp) ∈ Zp

≥0として,

L(c,h)+ = e
(c1)
i1

Ti1(e
(c2)
i2

) · · · (Ti1 · · ·Tip−1)(e
(cp)
ip

),

L(c,h)− = f
(c1)
i1

Ti1(f
(c2)
i2

) · · · (Ti1 · · ·Tip−1)(f
(cp)
ip

)

と, (i1, . . . , ip)は最長元の最短表示とは違うかもしれないが, PBW基底のときと混同した記法
を用いる. このとき命題 4.4を何回も使えば, 次が従う.
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補題 5.6.

Tw = Ti1Ti2 · · ·Tip

=
∑
c

p∏

k=1

{
(−1)ckq−ck(ck−1)/2

ck∏
a=1

(qa
ik
− q−a

ik
)

}
L(c,h)+ ⊗ L(c,h)− ◦ (Tw ⊗ Tw)

途中の式は

L−1
i1

(Ti1 ⊗ Ti1 )(L−1
i2

) (Ti1Ti2 ⊗ Ti1Ti2 ) (L−1
i3

) · · ·
�
Ti1 · · ·Tip−1 ⊗ Ti1 · · ·Tip−1

�
(L−1

ip
) ◦ (Tw ⊗ Tw).

5.2. g = sl3のPBW基底.

f12 = T1(f2) = f2f1 − qf1f2,

f ′12 = T2(f1) = f1f2 − qf2f1

とおく. PBW基底は, 最短表示の取り方に対応して, それぞれ{
L(c,h) = f

(c1)
1 f

(c2)
12 f

(c3)
2

∣∣∣ ci ∈ Z≥0

}
,

{
L(c′,h′) = f

(c′1)
2 f

′(c′2)
12 f

(c′3)
1

∣∣∣ c′i ∈ Z≥0

}

となる. (h = (1, 2, 1), h′ = (2, 1, 2)) 二つの基底の関係を調べるために, 補題を準備する.

補題 5.7.

f
(l)
2 f

(m)
1 f

(n)
2 =

l∑

k=0

q(l−k)(m−k)

[
l − k + n

l − k

]
f

(m−k)
1 f

(k)
12 f

(l−k+n)
2

f
(l)
1 f

(m)
2 f

(n)
1 =

n∑

k=0

q(m−k)(n−k)

[
n− k + l

n− k

]
f

(n−k+l)
1 f

(k)
12 f

(m−k)
1

(5.8)

証明は, 帰納法による (面倒な)計算である.

証明. ルート・ベクトルの間の交換関係を計算しよう. まず

f12f2 = qf2f12(5.9)

に注意しよう. 実際, これは両辺を計算して比較すれば, q-Serre関係式 f2
2 f1 − (q + q−1)f2f1f2 + f1f2

2 = 0から正しいことが分かる. 次に

f
(l)
2 f1 = qlf1f

(l)
2 + f12f

(l−1)
2(5.10)

を帰納法で示す. l = 1のときは, f12 の定義に他ならない. lで上の式が正しいとすると,

[l + 1]f
(l+1)
2 f1 = f2f

(l)
2 f1 = qlf2f1f

(l)
2 + f2f12f

(l−1)
2 (帰納法の仮定より)

= ql(f12 + qf1f2)f
(l)
2 + q−1f12f2f

(l−1)
2 ((5.9)より)

= ql+1[l + 1]f1f
(l+1)
2 + f12f

(l)
2 (ql + q−1[l])

となるから ql + q−1[l] = [l + 1]より, l + 1でも正しい. さらに

f
(l)
2 f

(m)
1 =

X
k

q(l−k)(m−k)f
(m−k)
1 f

(k)
12 f

(l−k)
2(5.11)

を帰納法で示す. ただし, n < 0のとき f
(n)
i は 0であると約束する. m = 1のときは(5.10)に他ならない. mで(5.11)が正しいとすると

[m + 1]f
(l)
2 f

(m+1)
1 = f

(l)
2 f

(m)
1 f1

=
X

k

q(l−k)(m−k)f
(m−k)
1 f

(k)
12 f

(l−k)
2 f1 (帰納法の仮定より)

=
X

k

q(l−k)(m−k)f
(m−k)
1 f

(k)
12

�
ql−kf1f

(l−k)
2 + f12f

(l−k−1)
2

�
((5.10)より)

=
X

k

q(l−k)(m+1−k)−k[m− k + 1]f
(m−k+1)
1 f

(k)
12 f

(l−k)
2

+q(l−k)(m−k)[k + 1]f
(m−k)
1 f

(k)
12 f

(l−k−1)
2

=
X

k

f
(m+1−k)
1 f

(k)
12 f

(l−k)
2 ×

�
q(l−k)(m+1−k)−k[m− k + 1]

+ q(l−k+1)(m+1−k)[k]
�

(番号の付け替え)

となり, 最後の項を書き直せば m + 1でも正しい. (5.11)から次が従う.
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次に A0
def.
= {f(qs) ∈ Q(qs) | fは qs = 0で正則 }とおく. これは局所環で極大イデアルは

qA0である.

命題 5.12. (1) {L(c,h)}と {L(c,h′)}で生成されるU−
q の Z[q] = A0 ∩A-部分加群は等しい.

これを LZ(∞)で表わす.
(2) {L(c,h)}と {L(c,h′)}が LZ(∞)/qLZ(∞)に誘導する Z-基底は等しい.
(3) PBW基底 {L(c,h)}, {L(c,h′)}はそれぞれ AU

−
q のA = Z[q, q−1]-基底となる.

証明. まず (1)と (2)を同時に示す.

B(∞) = {f (l)
2 f

(m)
1 f

(n)
2 | m ≥ l + n} ∪ {f (l)

1 f
(m)
2 f

(n)
1 | m ≥ l + n}

とおく. (5.8)より, m = l + nのときは f
(l)
2 f

(m)
1 f

(n)
2 = f

(l)
1 f

(m)
2 f

(n)
1 となり, それ以外の元は

すべて相異なることに注意しておく. B(∞)で生成される Z[q]-部分加群 L′Z(∞)を考え, これ
が {L(c,h)}の生成する Z[q]-部分加群と等しく, また誘導される L′Z(∞)/qL′Z(∞)の Z-基底が
{L(c,h)}の定める基底と同じことをチェックする. 1 ↔ 2の対称性から, (1),(2)が従う.

(5.8)の係数は

q(l−k)(m−k)

[
l − k + n

l − k

]
∈ q(l−k)(m−k−n)(1 + qZ[q]),

q(m−k)(n−k)

[
n− k + l

n− k

]
∈ q(n−k)(m−k−l)(1 + qZ[q])

となる. 上の式で l ≥ k, m ≥ l + n, 下の式で n ≥ k, m ≥ l + nのときを考えると, それぞれ
δkl + qZ[q], δkn + qZ[q]となる. よって

f
(l)
2 f

(m)
1 f

(n)
2 = f

(m−l)
1 f

(l)
12 f

(n)
2 +

l−1∑

k=0

akf
(m−k)
1 f

(k)
12 f

(l−k+n)
2 (ak ∈ qZ[q]),

f
(l)
1 f

(m)
2 f

(n)
1 = f

(l)
1 f

(n)
12 f

(m−n)
1 +

n−1∑

k=0

a′kf
(n−k+l)
1 f

(k)
12 f

(m−k)
1 (a′k ∈ qZ[q])

となる. それぞれの式で
∑
に現れる項は, f1のべきが第一項よりも必ず大きいことに注意し

よう. したがって B(∞)の元を, {L(c,h)}の一次結合で書いたとき, 係数のなす行列は (しかる
べき順序に関し)上三角行列で対角成分が 1, その他の成分が qZ[q]に属する. これから主張は
従う.

(3) {L(c,h)}の生成するA加群は, LZ(∞)の生成するAに他ならない. よって {L(c,h′)}の
生成するA加群とも等しい. これが f

(n)
i (i = 1, 2)の左からの掛け算で不変であることを示せ

ばよい. これは, i = 1のときは {L(c,h)}の生成するA加群と考えて正しく, i = 2のときは
{L(c,h′)}の生成するA加群と考えて正しい.

(2)の LZ(∞)/qLZ(∞)の基底 B(∞) mod qLZ(∞) が, あとででてくる結晶基底に他ならな
い. また, 証明の途中にでてきた B(∞)は標準基底に他ならない.
証明の途中ででてきたように {L(c,h) | c ∈ Zν

≥0}と B(∞)の間には一対一対応があり, 同様
に {L(c′,h′) | c′ ∈ Zν

≥0}と B(∞)の間にも一対一対応がある. したがって, c ↔ c′という一対
一対応があることになる. これを具体的に求めると

c′1 = c2 + c3 −min(c1, c3), c′2 = min(c1, c3), c′3 = c1 + c2 −min(c1, c3)

となる. このような表示式で表わされる対応を区分的線型対応という.

5.3. その他の場合. gを一般の複素単純リー環として, ワイル群の最長元 w0の最短表示 h, h′

を取る. このとき, h, h′は組み紐群の関係式を何回か繰り返して移り合うことがしられている.
(???) よって次が成り立つ.
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命題 5.13. 命題 5.12の主張が, gのディンキン図式から取った 2点に対応する階数 2のリー環
に対して正しいと仮定する. このとき, g自身についても命題 5.12の主張が正しい. 特に g が
ADE型のときは主張が正しい.

階数 2で残ったのは, A1 + A1の場合は自明に成立するので, B2, G2の場合であるが, 実は,
A2の命題 5.12と同じ主張が成り立つことが知られている. B2の場合は, A2の場合と同様に,
標準基底を具体的に求めることにより, Xiによって示された [Xi:1999]. G2の場合は, PBW基
底と標準基底の間の基底の変換行列が,上三角行列で対角成分が 1で, 対角成分以外の成分が
qsZ[qs]に属することを示すことができる. しかし , ここでは PBW基底を用いて標準基底の存
在を証明したいので, 標準基底の存在を用いないで証明したい. (G2の場合に標準基底を具体
的に求めることは,かなりたいへんであると思われる.)
ここでは, 命題 5.12のうちの (3)のみを主張する. これは, [Lusztig:1990]で証明された. B2

型のときは,ルート・ベクトルの交換関係を計算することによって示され, G2型のときは,シュ
バレー群に関する Kostantの計算をまねることによって示されたのだが, のちに [Xi:1999]に
よって, B2のときと (少なくとも形式的には)同じ方法で示されたので, まとめてそちらの方法
を (計算を省略して)紹介する.
[Lusztig:1990] G. Lusztig, Quantum groups at roots of 1, Geom. Dedicata 35 (1990), 89–114.
[Xi:1995] N. Xi, On the PBW bases of the quantum group Uv(G2), Algebra Colloq. 2 (1995), 355–362.
[Xi:1999] , Canonical basis for type B2, Jour. of Alg. 218 (1999), 8–21.

まず, ワイル群の最長元 w0の最短表示hを取る. B2, G2のときはちょうど二通りあるが, そ
のいずれかを取る. (5.3)によって∆+に番号を

β1 = αi1 < β2 = si1(αi2) < · · · < βν = si1 · · · siν−1(αiν )

と付ける. そして各正ルート βkに対するルート・ベクトル fβk
を前のようにして定め, PBW基

底 L(c,h)を定義する.
このとき次が成立する.

補題 5.14. k < l とする. このとき

f
(m)
βl

f
(n)
βk
− qmn(βk,βl)f

(n)
βk

f
(m)
βl

=
∑
c

acL(c,h)

によって acを定めると, ac ∈ A であり, さらに ac 6= 0となるのは, 次の性質をみたす cのみ
である:

ci = 0 for i < k or i > l, ck < n, cl < m.

この命題は, ルート・ベクトル fβk
, fβl

が順序を ‘間違って’ f
(m)
βl

f
(n)
βk
として現れたときに,

順序を正すことができると, 主張するものである. さらに c に関する条件は, L(c,h)に現れる
ルートベクトルが, βk と βlの間にあるということを主張しているのである. これは, G2型のと
きは,かなり面倒な計算であるが, すべてのルートベクトルの組について ‘ほぼ具体的に’チェッ
クできる. [Xi:1995].

命題 5.15. PBW基底 {L(c,h)} は AU
−
q のA-基底になる.

一つの最短表示 hについて証明すれば, もう一つの最短表示 h′に対応する PBW基底は
{L(c,h)∗}となるから, 同じ主張が成り立つことを注意しておく.

証明. L(d,h)で, A上張られる部分加群を Uとおく. L(c,h)の定義から Uは f
(n)
i1
の左からの

掛け算で不変である. もう一つの単純ルートは, 最後のルート βν として現れる. 先の補題を帰
納的に用いることにより f

(n)
βν

L(c,h)を {L(d,h)}の A-係数の線型結合で表わせることが従う

ので, U は f
(n)
βν
の左からの掛け算でも不変である. よって Uは AU

−
q に一致する.

U−
q を箙の表現のRingel-Hall代数として実現したとき, PBW基底は各表現 (の同型類)に対応

する自然な基底である. ルート・ベクトルは前節の最後に説明したように,直既約表現に対応して
いる. また,正ルートの集合に入った全順序(5.3)は,箙の表現論においてはHomQ(Mβ,Mβ′) = 0
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for β < β′という性質に対応する. この性質は, ‘directed’とよばれ,ディンキン箙の表現のアー
ベル圏について成立する顕著な性質である. アファイン・ディンキン箙については, この性質
をもつような全順序は存在しない.
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6. 双線型形式

この節の目的はU−
q に双線型形式 ( , )を定義し , PBW基底が直交基底になっていることを

見ることである. PBW基底の定義以外は, 一般の gで構わない. 詳しく文献をチェックしたわ
けではないが, 直交性は少なくとも次の論文で指摘されている.
[Kirillov-Reshetikhin] A.N. Kirillov and N. Reshetikhin, q-Weyl group and a mutliplicative formula for univer-

sal R-matrices, Comm. Math. Phys. 134 (1990), 421–431.

実は, 箙の表現論では ( , )が, そもそも PBW基底が直交基底になるように定義される. そ
れに比べると, 以下の代数的な計算は面倒で非常に複雑で, 少なくとも私には, 箙の表現論を知
らないで, このような計算を思いつくとは考えにくいのであるが.....

6.1. 定義. ′U−
q を fi (i ∈ I)を生成元とするQ(q)-自由結合代数 (非可換多項式環)として, ま

ずここに ( , )を定義して, これがU−
q に落ちることを見るという, やや間接的な方法によって

( , )を定義する.
′U−

q にwt(fi1 · · · fir) = −αi1−· · ·−αirによって,ウェイトをU−
q と同様に定める. ′U−

q ⊗ ′U−
q

に積構造を

(x1 ⊗ x2) · (x′1 ⊗ x′2) = q−(wt x2,wt x′1)x1x
′
1 ⊗ x2x

′
2

によって定義する. ただし x1, x2, x
′
1, x

′
2は同次な元である. wt(x + y) = wt x + wt yに注意すれ

ば, 積は結合律を満たす.
環準同型 r : ′U−

q → ′U−
q ⊗ ′U−

q を r(fi) = fi ⊗ 1 + 1⊗ fiによって定義する.

この定義は, 余積∆の定義とよく似ている. 実際, 命題 3.6の式で, ∆を ′U−
q ⊗U0

qに定義す
ると,

∆(x) =
∑

x1q(−ν−1 wt x2)⊗ x2, r(x) =
∑

x1 ⊗ x2(6.1)

が成立する. ただし , ν−1は, ν−1(αi) = (αi, αi)hi/2で定義される写像である. 余積 ∆が成分の
入れ替えで対称になっていないのに対して, rではテンソル積の積の定義が対称になっていな
い. ここでは, rはU−

q で完結していて, あとの都合によいので,こちらを使うことにするが, 本
質的には差がない.

命題 6.2. 次の性質を満たす ′U−
q 上のQ(q)に値を持つ双線型形式 ( , ) がただ一つ存在する.

(1) (fi, fj) =
δij

1−q2
i

(2) (x, y′y′′) = (r(x), y′ ⊗ y′′)
(3) (xx′, y′′) = (x⊗ x′, r(y′′))

ただし, ′U−
q ⊗ ′U−

q 上の双線型形式は (x1 ⊗ x2, x
′
1 ⊗ x′2) = (x1, x

′
1)(x2, x

′
2)によって定める. さ

らにこの双線型形式は対称である.

証明. ウェイトが ν の同次元の全体からなるウェイト空間を (′U−
q )ν とおく. 定義から rは線型写像 (′U−

q )ν+ν′ → (′U−
q )ν ⊗ (′U−

q )ν′ を定
めるが, その転置写像 (′U−

q )∗ν⊗ (′U−
q )∗

ν′ → (′U−
q )∗

ν+ν′ によって
L

ν(′U−
q )∗ν に積を定める. 容易にチェックできる性質 (r⊗1)r = (1⊗r)r

によって, この積は結合律を満たす.
ξi ∈ (′U−

q )∗αi
を 〈ξi, fi〉 = 1

1−q2
i

によって定義する. このとき環準同型 φ : ′U−
q →L

ν(′U−
q )∗ν が φ(fi) = ξi によって定まる. この

とき

(x, y) = 〈φ(y), x〉

と定義する. (1), (2)は定め方から明らかに成立する. (3) を wt y′′ に関する帰納法でチェックしよう. 以下, でてくる ′U−
q の元はすべて

同次であるとする. まず, wt x 6= wt y のときは (x, y) = 0 であることに注意しよう. これは φがウェイトを保つことから明らかである.
wt y′′ = fi のとき, x = fi, x′ = 1もしくは x = 1, x′ = fi と仮定してよいが, このとき (3)が成立する. 次に y′′ = yy′ で y, y′ について
は (3)が成立していると仮定する. すると

(xx′, yy′) = 〈φ(yy′), xx′〉 = 〈φ(y)φ(y′), xx′〉 = 〈φ(y)⊗ φ(y′), r(xx′)〉

となる. ただし最後の等号は,
L

ν(′U−
q )∗ν の積の定め方から従う. r(x) =

P
x1 ⊗ x2, r(x′) =

P
x′1 ⊗ x′2 とすると r(xx′) =P

q−(wt x2,wt x′1)x1x′1 ⊗ x2x′2 である. したがって上の式はX
q−(wt x2,wt x′1)(x1x′1, y)(x2x′2, y′)

=
X

q−(wt x2,wt x′1)(x1 ⊗ x′1, r(y))(x2 ⊗ x′2, r(y′))
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に等しい. ここで y, y′ について (3)が成立していることを用いた. さらに r(y) =
P

y1 ⊗ y2, r(y′) =
P

y′1 ⊗ y′2 とすると, 上はX
q−(wt x2,wt x′1)(x1, y1)(x′1, y2)(x2, y′1)(x′2, y′2)

に等しい. 一方

(x⊗ x′, r(yy′)) =
X

q−(wt y2,wt y′1)(x1, y1)(x′1, y2)(x2, y′1)(x′2, y′2)

である. 二つの式は, ともに wt x2 = wt y′1, wt x′1 = wt y2 が成立していなければ 0なので, 相等しい. これで (3)が示された.
性質を満たす ( , )がただ一つであることは明らかである. (実際には (1),(2)だけで十分である.) 対称であることは, そこからの帰結で

ある.

次の二つの式は帰納法でチェックできるので, 演習としておこう.

r(f
(p)
i ) =

∑
t+s=p

q−ts
i f

(t)
i ⊗ f

(s)
i ,

(f
(p)
i , f

(p)
i ) =

p∏
s=1

1

1− q2s
i

=
(−1)pq

− p(p+1)
2

i

(qi − q−1
i )p[p]!i

(6.3)

補題 6.4. m ≥ 0に対し

r(ad∗(f (m)
i )(fj))

= 1⊗ ad∗(f (m)
i )(fj) +

m∑

k=0

k−1∏

h=0

(1− q
2h+2(1−m−aij)
i )q

−k(m−k)
i ad∗(f (m−k)

i )(fj)⊗ f
(k)
i

が成り立つ.

証明.

左辺 =
X

p+p′=m

(−1)pq
p(1−aij−m)

i r(f
(p)
i fjf

(p′)
i )

=
X

t+s=p
t′+s′=p′
p+p′=m

(−1)s+tq
(s+t)(1−aij−m)−ts−t′s′
i (f

(t)
i ⊗ f

(s)
i )(1⊗ fj + fj ⊗ 1)(f

(t′)
i ⊗ f

(s′)
i )

=
X

t+s+t′+s′=m

(−1)s+tq
(s+t)(1−aij−m)−ts−t′s′
i

�
q−(sαi+αj ,t′αi)f

(t)
i f

(t′)
i ⊗ f

(s)
i fjf

(s′)
i

+q−(sαi,αj+t′αi)f
(t)
i fjf

(t′)
i ⊗ f

(s)
i f

(s′)
i

	
となる. 和の中身を二つに分けると, 第一項はX

t+s+t′+s′=m

(−1)m−s′−t′q
−s(t+t′)+(m−s′)(1−aij−m)−t′(1−t−t′)
i

�
t + t′

t

�
qi

×f
(t+t′)
i ⊗ f

(s)
i fjf

(s′)
i

となる. ***により t + t′ = 0のときだけ 0でなく, よって, これは

1⊗ ad∗(f (m)
i )(fj)

に等しい. 次に第二項は, X
t+s+t′+s′=m

(−1)s+tq
−t′(s+s′)+(t+2s)(1−aij−m)+s(s+s′−1)

i

�
s + s′

s

�
qi

×f
(t)
i fjf

(t′)
i ⊗ f

(s+s′)
i

となる. s + s′ = k とおいて命題 1.2を用いれば,

mX
k=0

k−1Y
h=0

(1− q
2h+2(1−m−aij)

i )
X

t+t′=m−k

(−1)tq
t(1−aij−m)−t′k
i f

(t)
i fjf

(t′)
i ⊗ f

(k)
i

となるので, 結論が示された.

命題 6.5.

r(ad∗(f (1−aij)
i )(fj)) = 1⊗ ad∗(f (1−aij)

i )(fj) + ad∗(f (1−aij)
i )(fj)⊗ 1

証明. 先の補題でm = 1− aijのときには第二項は, k = 0のとき以外は 0になる.

系 6.6. rは環準同型U−
q → U−

q ⊗U−
q を誘導する.
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以後, 誘導された環準同型も同じ記号 rで表わす.

命題 6.7. 双線型形式 ( , )は U−
q 上に落ち, それは先の性質 (1),(2),(3)によって特徴づけら

れる.

証明. ad∗(f (1−aij)
i )(fj)が ( , )の根基に入っていることをチェックすればよい. ウェイトの関係

から

(ad∗(f (1−aij)
i )(fj), f

(p)
i fjf

(p′)
i ) = 0

を p + p′ = 1− aijのときに示せばよいが, これは性質 (2)と上の命題から容易に従う.

以後は, ( , )によってU−
q 上の双線型形式を表わすことにする.

補題 6.8. r(x∗)∗⊗∗ = t ◦ r(x)が成り立つ. ただし tは成分の入れ替えである.

証明.

((x′∗1 ⊗ x′∗2 )(x∗1 ⊗ x∗2))
∗⊗∗

= q−(wt x′2,wt x1)(x′∗1 x∗1 ⊗ x′∗2 x∗2)
∗⊗∗

= q−(wt x′2,wt x1)x1x
′
1 ⊗ x2x

′
2

に注意すれば, x = 1, fiのときに示せばよいが, これは明らかである.

補題 6.9. (x, y) = (x∗, y∗)

証明. (x∗, y∗)が命題 6.2の条件 (1),(2),(3)を満たすことを示せばよい. (1)は明らか. (2)は

(x∗, (y′y′′)∗) = (r(x∗), y′′∗ ⊗ y′∗) = (t ◦ r(x)∗⊗∗, y′′∗ ⊗ y′∗) (補題 6.8より)

= (r(x)∗⊗∗, y′∗ ⊗ y′′∗)

とチェックできる. (3)は ( , )の対称性から従う.

6.2. 作用素 ir, riとU−
q の直交分解. Q(q)-線型写像 ir : U−

q → U−
q , ri : U−

q → U−
q を

r(x) = fi ⊗ ir(x) + · · · = ri(x)⊗ fi + · · ·
によって定義する. ただし · · · の部分は, (xは同次として)それぞれテンソル積の第一成分,第
二成分のウェイトが −αiでないものである. 定め方から

(fiy, x) = (fi, fi)(y, ir(x)), (yfi, x) = (fi, fi)(y, ri(x))(6.10)

が成り立つ. また

ir(1) = 0, ir(fj) = δij, ri(1) = 0, ri(fj) = δij,(6.11)

ir(xx′) = q(wt x,αi)x ir(x
′) + ir(x)x′, ri(xx′) = q(wt x′,αi)ri(x)x′ + xri(x

′)(6.12)

が定義と rが環準同型であることから成り立つ. 補題 6.8により ri = ∗ ◦ ir ◦ ∗が成り立つ.

補題 6.13. x ∈ U−
q について次が成り立つ.

eix− xei =
ri(x)ti − t−1

i ir(x)

qi − q−1
i

証明. x′, x′′ ∈ U−
q について上の式が成立しているとしよう. すると

ei(x
′x′′)− (x′x′′)ei = x′eix

′′ +
ri(x

′)ti − t−1
i ir(x

′)
qi − q−1

i

x′′ − x′x′′ei

= x′
ri(x

′′)ti − t−1
i ir(x

′′)
qi − q−1

i

+
ri(x

′)ti − t−1
i ir(x

′)
qi − q−1

i

x′′

=
(x′ri(x

′′) + ri(x
′)q(wt x′′,αi)x′′)ti − t−1

i (q(wt x′,αi)x′ir(x′′) + ir(x
′)x′′)

qi − q−1
i

となるから, (6.12)より x = x′x′′についても上の式が成立することが容易にチェックできる. した
がって x = 1, fjのときに上の式が成り立つことをチェックすればよいが, これは(6.11)から正
しい.
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irは, 柏原がU−
q に結晶基底を定義する際に使われた. §8で紹介する.

あとで使う補題を証明しておく.

補題 6.14.
⋂

i∈I Ker ir = Q(qs)1 =
⋂

i∈I Ker ri.

証明. Ker irについての主張だけを示せば, ∗を適用してKer riについても主張が従うことに注
意する.

x ∈ ⋂
Ker ir ∩ (U−

q )ξとし , ウェイト ξ の長さ (|ξ| = ∑
i |ξi| for ξ =

∑
ξiαi)に関する帰納法

で示す.
|ξ| = 1のとき, x = cfi (c ∈ Q(qs), i ∈ I)と書ける. ir(x) = 0から c = 0が従う.
|ξ| > 1のとき, ir◦rj = rj ◦ irが,補題 6.13の証明と同様に示される. したがって帰納法の仮定

により rj(x) = 0が任意の j ∈ Iについて成り立つ. 補題 6.13により [ei, x] = 0がすべての i ∈ I
について成り立つ. このとき任意の既約最高ウェイト表現 V (λ)に対して eixvλ = xeivλ = 0で
あり, ウェイトの関係から xvλ /∈ Q(qs)vλ であるから, xvλ = 0となる. λを十分大きく取れば,
x = 0となる.

定理 6.15. ( , )はUq上非退化である.

証明. x ∈ (U−
q )ξが (x, (U−

q )ξ) = 0を満たすとき, x = 0を示す. 上と同様に |ξ|に関する帰納法
で示す. ξ = 0のときは明らかに正しい. (6.10)(と (fi, fi) 6= 0より), ir(x)も内積の根基に属す.
帰納法の仮定により ir(x) = 0がすべての iについて成り立つ. よって, 先の補題より x = 0で
ある.

定義 6.16. U−
q [i] (resp. ∗U−

q [i])を ad∗(f (m)
i )(fj) (resp. ad(f

(m)
i )(fj)) (i 6= j, 0 ≤ m ≤ −aij)に

よって生成されるU−
q の部分環とする. 定義から ∗(U−

q [i]) = ∗U−
q [i]である.

定理 6.17. (1) U−
q [i] = {x ∈ U−

q | T−1
i (x) ∈ U−

q } = Ker ir,
∗U−

q [i] = {x ∈ U−
q | Ti(x) ∈

U−
q } = Ker riが成り立つ.
(2) U−

q =
⊕

n≥0 fn
i U−

q [i] =
⊕

n≥0
∗U−

q [i]fn
i と直和分解する.

∗U−
q [i]に関する主張は U−

q [i]に関する主張に ∗を適用して得られるので, U−
q [i]に関するも

のを証明すればよい. いくつかの補題を準備したあとで証明する.
まず命題 4.11によりU−

q [i] ⊂ {x ∈ U−
q | T−1

i (x) ∈ U−
q } である.

補題 6.18.

U−
q =

∑
n≥0

fn
i U−

q [i].

証明. (4.6)より

ad∗(f (m)
i )(fj)fi = ad∗(fi)

(
ad∗(f (m)

i )(fj)
)

+ fiti ad∗(f (m)
i )(fj)t

−1
i

= [m + 1]i ad∗(f (m+1)
i )(fj) + q

〈hi,mαi+αj〉
i fi ad∗(f (m)

i )(fj)

が成り立つ. つまり fiをどんどん左に持っていくことができる. これより結論が従う.

補題 6.19. {x ∈ U−
q | T−1

i (x) ∈ U−
q } ⊂ Ker irが成り立つ.

証明. x ∈ U−
q ∩ Ti(U

−
q )とする. 補題 6.18とU−

q [i] ⊂ U−
q ∩ Ti(U

−
q )により

ri(x)

qi − q−1
i

=
∑
n≥0

fn
i Ti(un),

ir(x)

qi − q−1
i

=
∑
n≥0

fn
i Ti(vn),

となる un, vn ∈ U−
q が存在する. 補題 6.13の両辺に T−1

i を適用すると

−t−1
i fiT

−1
i (x) + T−1

i (x)t−1
i fi =

∑
(−eiti)

nunt−1
i − ti(−eiti)

nvn

仮定より, 左辺は t−1
i U−

q に属する. 一方, 右辺は
∑

n en
i t

n−1
i U−

q + en
i tn+1

i U−
q に属する. 三角分解

(定理 3.9)により, un = 0 (n > 0), vn = 0 (n ≥ 0)である. 特に, ir(x) = 0である.



量子アファイン展開環の結晶基底 27

定理 6.17の証明. 補題 6.18の分解において U−
q [i] ⊂ {x ∈ U−

q | T−1
i (x) ∈ U−

q } ⊂ Ker irに
注意すると, U−

q =
∑

n≥0 fn
i Ker irとなる. これが直和分解であることを示せば十分である.

0 =
∑

n≥0 fn
i xn (xn ∈ U−

q [i])として, xn = 0が n > n0 について成り立っているときに xn0 = 0

であることを帰納法で示す. n0 = 0のときは明らかである. この式に irを適用すると,

0 =
∑
n>0

[n]iq
n−1
i fn−1

i xn

が従う. 帰納法の仮定により xn0 = 0が示される.

命題 6.20. 双線型形式 ( , )に関してU−
q は

U−
q = U−

q [i]⊕ fiU
−
q = ∗U−

q [i]⊕U−
q fi

と直交分解する.

証明. 直和分解していることは補題 6.18から従う. ( , )に関して直交していることは, 定
理 6.17(1)と(6.10)により成り立つ.

6.3. PBW基底の直交性. 以上の準備のもと, この節の主定理を述べる.

定理 6.21. (1) x, y ∈ U−
q [i]のとき (x, y) = (T−1

i (x), T−1
i (y)) が成り立つ.

(2) c, c′ ∈ Zν
≥0について

(L(c,h), L(c′,h)) =
ν∏

p=1

(f
(cp)
ip

, f
(c′p)

ip
) =

ν∏
p=1

δcp,c′p

cp∏

d=1

1

1− q2d
ip

が成り立つ. 特に c 6= c′のときは (L(c,h), L(c′,h)) = 0である. また ( , )は非退化である.

定理 6.21(1)の証明は, 初等的ではあるが計算が複雑なのでここでは省略することにする.
(2)は, (1)と定理 6.17(1), (6.10, 6.12)および (6.3)から導かれる.
応用を述べる.
L(c,h)は互いに直交し, (L(c,h), L(c,h))は 0でないから次が分かる.

系 6.22. ( , )は非退化である.

A0
def.
= {f(qs) ∈ Q(qs) | fは qs = 0で正則 }を思いだそう. これは局所環で極大イデアルは

qA0である.

命題 6.23. U−
q の部分集合L(∞)を

L(∞) =
{
x ∈ U−

q

∣∣ (x, x) ∈ A0

}

で定義する.
(1) L(∞)は, {L(c,h) | c ∈ Zν

≥0}を基底とするU−
q の部分A0-加群である.

(2) x ∈ AU
−
q が (x, x)− 1 ∈ qsA0を満たすと, ある cが存在して x ≡ ±L(c,h) mod qsL(∞)

となる.

証明. (1) x ∈ U−
q を x =

∑
acL(c,h) (ac ∈ Q(q))と書く. すべての cに対して

ac = pcq
−t
s + qsについて高次の項, pc ∈ Q

となる t ∈ Zのうち最小のものを取り, それも tで表わす. 取り方から少なくとも一つの cにつ
いては pc 6= 0である. このとき

(x, x) ≡ q−2t
s

∑
c

p2
c mod q−2t+1

s A0

である.
∑

c p2
c 6= 0に注意して, (x, x) ∈ A0となる必要十分条件は t ≤ 0である. これは ac ∈ A0

と同値であり, (1)が従う.
(2) 上に加えてさらに x ∈ AU

−
q , (x, x) ≡ 1 mod qsA0とすると, t = 0で

∑
c p2

c = 1である.
ところが x ∈ AU

−
q であれば pcは整数であるから, 一つを除きすべて 0で, その一つは ±1であ

る. これは (2)の主張に他ならない.
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L(∞)の定義は内積だけで書かれているから,特に L(c,h)の生成する部分A0-加群が, 最短
表示 hの取り方に依存しないことが分かったわけである. これは, gが ADE 型のときに命
題 5.12,5.13で示された結果 (の弱い形)に他ならない. なお, この証明には {L(c,h)}が概正規
直交基底でこと, すなわち,

(L(c,h), L(d,h))− δc,d ∈ qA0

であることしか使われていないことに注意しよう. また

B̃(∞) mod qsL(∞)
def.
= {±L(c,h) mod qsL(∞) | c ∈ Zν

≥0} ⊂ L(∞)/qsL(∞)

も (2)の主張により, hの取り方に依存しないことが従う. しかし , この議論では符号の umibi-
guityを消して {L(c,h) mod qsL(∞)}が hに依存しないことは証明できない.
定理 6.21(1)の証明に入ろう. まず

(ad∗(f (m)
i )(fj), ad∗(f (m)

i )(fj)) = (ad(f
(−aij−m)

i )(fj), ad(f
(−aij−m)

i )(fj))(6.24)

を示す. T−1
i (ad∗(f (m)

i )(fj)) = ad(f
(−aij−m)

i )(fj)であるから (命題 4.11), これは定理 6.21(1)の特別な場合である.
左辺を計算すると

左辺 = (ad∗(f (m)
i )(fj), fjf

(m)
i ) (命題 6.20より)

= (r(ad∗(f (m)
i )(fj)), fj ⊗ f

(m)
i )

=

m−1Y
h=0

(1− q
2h+2−2m−2aij

i ) (f
(m)
i , f

(m)
i )(fj , fj) (補題 6.4より)

= q
−m(m+aij)

i

�−aij

m

�
i

(fj , fj) ((6.3)より)

となる. 同様に右辺も計算すると, 同じ答になるので上の式が示された.

定理 6.21(1)は, y = 1のときは明らかに正しいので, ある y とすべての xについて正しければ, ad∗(f (m)
i )(fj)y (m ≤ −aij)とすべて

の xについても正しいことを言えばよい. そこで ir の拡張として ti,j,sir を

r(x) =
X

t+s≤−aij

f
(t)
i fjf

(s)
i ⊗ ti,j,sir(x) + · · ·

で定義する. q-Serre 関係式は, t + s = 1− aij の項に関するものなので, t + s ≤ −aij のときは, f
(t)
i fjf

(s)
i は一次独立であり, ti,j,sir(x)

は well-definedである. t または sが 0のときは, j,sir(x), ti,jr(x)と略記することにする. すると

(x, ad∗(f (m)
i )(fj)y)

= (r(x), ad∗(f (m)
i )(fj)⊗ y)

=
X

t+s=m

(ti,j,sir(x), y)(f
(t)
i fjf

(s)
i , ad∗(f (m)

i )(fj)) (ウェイトの関係から)

= (j,mir(x), y)(fjf
(m)
i , ad∗(f (m)

i )(fj)) (命題 6.20より)

= (j,mir(x), y)(ad∗(f (m)
i )(fj), ad∗(f (m)

i )(fj)) (命題 6.20より)

となる. 同様に

(T−1
i (x), T−1

i (ad∗(f (m)
i )(fj)y)) = (T−1

i (x), ad(f
(−aij−m)

i )(fj)T
−1
i (y))

= ((−aij−m)i,jr ◦ T−1
i (x), T−1

i (y))(ad(−aij−m))(fj), ad(−aij−m))(fj))

であるから, (6.24)と合わせると, もしも

(j,mir(x), y) = (Ti ◦ (−aij−m)i,jr ◦ T−1
i (x), y)(6.25)

が示されれば,「y について定理 6.21(1)が正しければ, ad∗(f (m)
i )(fj)y (m ≤ −aij)についても正しい」が従うことになる.

これを示すために, 少し準備をする. nir, rni を

r(x) = f
(n)
i ⊗ nir(x) + · · · = rni(x)⊗ f

(n)
i + · · ·

によって定義する. このとき

ir ◦ · · · ◦ ir| {z }
n 回

(x) = q
n(n−1)/2
i nir(x)(6.26)

が成り立つことを証明しよう. x = 1のときは両辺 0なので正しい. xで正しいときに xfiでも正しいことを nに関する帰納法で示す. n = 1
のときは自明に正しい. 右辺について

nir(xfi) = nir(x)fi + [n]iq
(wt x+(n−1)αi,αi)

(n−1)ir(x)
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が成り立つ. 実際

r(xfi) = r(x)r(fi) =
�
f
(n)
i ⊗ nir(x) + f

(n−1)
i ⊗ (n−1)ir(x) + · · ·

�
(1⊗ fi + fi ⊗ 1)

= f
(n)
i ⊗

�
nir(x)fi + [n]iq

(wt (n−1)ir(x),αi)
(n−1)ir(x)

�
+ · · ·

より正しい. 一方, (6.26)の左辺について

ir ◦ · · · ◦ ir| {z }
n 回

(xfi) = ir ◦ · · · ◦ ir| {z }
n 回

(x)fi + [n]iq
(αi,wt x+(n−1)αi)

ir ◦ · · · ◦ ir| {z }
n− 1 回

(x)

が成り立つことが nに関する帰納法で容易に示される. この式は, 上の nir の満たす漸化式と同じ形をしているので, 帰納法によって主張が
導かれる.
次に

nir(
∗U−

q [i]) ⊂ ∗U−
q [i](6.27)

を示す. ∗を適用して rni(U
−
q [i]) ⊂ U−

q [i]を示せばよい. (6.26)により, n = 1のときに示せば十分である. U−
q [i]は ad∗(f (m)

i )(fj)で生

成される部分代数であるから, x = ad∗(f (m)
i )(fj)のときに示せば十分であるが, これは補題 6.4により正しい.

iπ を命題 6.20の直交分解に関する直交射影 U−
q → U−

q [i]とする. このとき x ∈ U−
q [i], m ≥ 1にたいして

iπ(xfm
i ) =

(−1)mqm(wt x,αi)q
−m(3m+1)/2
i

(qi − q−1
i )m

Ti ◦mir ◦ T−1
i (x)(6.28)

を帰納法で示そう. まず(6.27)から右辺は U−
q [i] に属していることを注意しておく. m = 1のとき ri(T

−1
i (x)) = 0であるから, 補題 6.13

により,

eiT
−1
i (x)− T−1

i (x)ei = − t−1
i ir(T

−1
i (x))

qi − q−1
i

が成り立つ. 両辺に Ti を適用すると

−fitix + xfiti = − tiTi ◦ ir ◦ T−1
i (x)

qi − q−1
i

となる. 右から t−1
i を掛けて fitixt−1

i ∈ fiU
−
q = Ker iπ に注意すれば, (6.28)の m = 1のときを得る. 次に m で正しいとすると

iπ(xfm+1
i ) = iπ(iπ(xfm

i )fi) (iπ の定義より)

= − q(wt x−mαi,αi)q−2
i

qi − q−1
i

Ti ◦ ir ◦ T−1
i

�
iπ(xfm

i )
�

((6.28)の m = 1より)

=
(−1)m+1q(m+1)(wt x,αi)q

−2m−2−m(3m+1)/2
i

(qi − q−1
i )m+1

Ti ◦ ir ◦mir ◦ T−1
i (x)

(帰納法の仮定より)

であるから(6.26)から m + 1でも(6.28)が成り立つことが分かる.
以上の準備のもとにいよいよ(6.25)を示す.

T−1
i ◦ iπ ◦ j,mir(x) = (−aij−m)i,jr ◦ T−1

i (x)(6.29)

を示せばよい. x = 1 のときは両辺ともに 0で正しい. xで正しいときに, x ad∗(f (s)
i )(fk) (0 ≤ s ≤ −aik)でも正しいことを証明すれば

よい.

まず k = j のときに示す. x′ = ad∗(f (s)
i )(fj)とおいて

r(xx′) = r(x)r(x′)

= (fjf
(m)
i ⊗ j,mir(x) + 1⊗ x + · · · )× (補題 6.4の右辺)

を展開して

j,mir(xx′)

= j,mir(x)x′ + q(wt x,sαi+αj)
s−m−1Y

h=0

(1− q
2h+2(1−m−aij)

i )q
−s(m−s)
i xf

(s−m)
i

となる. したがって

iπ ◦ j,mir(xx′)

= iπ ◦ j,mir(x)x′ + q(wt x,sαi+αj)q
−s(m−s)
i

s−m−1Y
h=0

(1− q
2h+2(1−m−aij)

i )iπ(xf
(s−m)
i )

= iπ ◦ j,mir(x)x′ + A Ti ◦ (s−m)ir ◦ T−1
i (x) ((6.28)より)
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となる. (s < mのときは第二項はないと約束する.) ただし

A = q(wt x,sαi+αj)q
−s(m−s)
i

s−m−1Y
h=0

(1− q
2h+2(1−m−aij)

i )

× (−1)s−mq(s−m)(wt x,αi)q
−(s−m)(3(s−m)+1)/2
i

(qi − q−1
i )s−m[s−m]!i

= q(wt x,sαi+αj)q
(s−m)(−aij−2s)

i

�−aij −m
s−m

�
i

である.
一方,

r(T−1
i (xx′)) = r(T−1

i (x)) r(ad(f
(−aij−m)

i )(fj))

=
�
1⊗ T−1

i (x) + f
(s−m)
i ⊗ (s−m)ir(T

−1
i (x)) + f

(−aij−m)

i fj ⊗ (−aij−m)i,jr(T−1
i (x))

+ · · ·
�
×
�
補題 6.4の右辺に ∗ ⊗ ∗を適用して成分を入れ替えたもの

�
を展開して (s ≤ mのときは真ん中の項はないものと約束する),

(−aij−m)i,jr ◦ T−1
i (xx′)

= (−aij−m)i,jr(x) ad(f
(−aij−s)

i )(fj)

+ q(wt T−1
i (x)+(s−m)αi,(−aij−s)αi+αj)

�−aij −m
s−m

�
i
(s−m)ir(T

−1
i (x))

となる. (s < mのときは第二項はないと約束する.) 第二項の q のべきを計算すると

(wt x, sαi + αj) + (s−m)(−aij − 2s)
(αi, αi)

2

となるので, 上の計算と比較して(6.29)が x ad∗(f (s)
i )(fj)について示された.

次に k 6= j のときを示す. この場合は, 上よりもずっと簡単で

j,mir(x ad∗(f (s)
i )(fk)) = j,mir(x)× ad∗(f (s)

i )(fk),

(−aij−m)i,jr ◦ T−1
i (x ad∗(f (s)

i )(fk)) = (−aij−m)i,jr ◦ T−1
i (x)× T−1

i (ad∗(f (s)
i )(fk))

が成り立ち, 主張はすぐに示される.
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7. 有限型のU−
q に対する標準基底

この節の目的は, 標準基底と呼ばれるU−
q の基底を構成することである. §5で定義したPBW

基底を用いて作る. しばらくワイル群の最長元w0の最短表示 h = (i1, . . . , iν)は固定しておく.

7.1. bar involutionの上三角性. Uqの bar involution (3.7)を思い出そう. U−
q は保たれ,

q = q−1, fi = fi.

で与えられる.
この節の最初の主結果は次である.

定理 7.1. は, PBW 基底に関して行列表示したとき, 辞書式順序に関して上三角行列で, 対
角成分は 1である.

ここで辞書式順序は次のように定義される:

c = (c1, . . . , cν) < d = (d1, . . . , dν)

⇐⇒ある p = 0, 1, . . . , νが存在して c1 = d1, . . . , cp−1 = dp−1, cp < dpとなる
Lusztigは, Ringel-Hall代数の構成を幾何学化した. 箙の表現の同型類の代わりに, 箙の表現に対応した線型空間に一般線

型群の作用を考え, 同型類を軌道と対応させる. このとき Ringel-Hall代数は, 群の作用に関して同変な構成可能層の導来圏を

使って再構成される. PBW基底は, 軌道の上の定数層に対応し, bar involutionは, Grothendieck-Verdier 双対に対応する.

また, 全順序は軌道の包含関係と compatibleである. このとき, 上三角性は自明に成立する.

証明の準備のため T̄i = ◦ Ti ◦ とおく. また

c(m) = q−m(m+3)/2(q − q−1)(q2 − q−2) · · · (qm − q−m)

とおく.

演習問題 7.2.
j∑

m=0

c(m)qm(j−h)

[
j
m

] [
m + h

m

]
= q−2j(h+1)

次の補題は, Tiと T̄iの ‘intertwiner’を与える:

補題 7.3. V をUqの可積分表現とする. このとき V から V への線型写像Πを

Π(v) =
∑
m≥0

c(m)if
(m)
i e

(m)
i tmi v

で定義する. 和の項は有限個を除き 0であるのでwell-definedである. さらに V は定義 3.12の意
味で bar involution を持つとする. すなわち Q-線型写像 : V → V で x = x, (xv) = (x)(v)
(x ∈ Uq, v ∈ V )を満たすようなものが定義されているとする.

(1) Ti = Π ◦ T̄i が成り立つ.
(2) x ∈ Uq, v ∈ V に対し Ti(x)Π(v) = Π(T̄i(x)v)が成り立つ.
(3) v ∈ V が eiv = 0を満たすとき Ti(x)v ≡ T̄i(x)v mod fiV が成り立つ.

証明. (1) g = sl2のときに示せばよい. したがって V =
⊕n

m=0 f (m)v0で ev0 = 0, tv0 = qnv0,
v0 = v0であるとしてよい. 命題 4.2により

T (f (m)v0) = (−1)n−mq(n−m)(m+1)f (n−m)v0

である. 一方

Π ◦ T̄i = Π
(
(−1)n−mq−(n−m)(m+1)f (n−m)v0

)

= (−1)n−mq−(n−m)(m+1)
∑

l≥0

c(l)f (l)e(l)ql(2m−n)f (n−m)v0

= (−1)n−mq−(n−m)(m+1)

n−m∑

l=0

c(l)ql(2m−n)

[
n−m

l

] [
m + l

l

]
f (n−m)v0
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であるから, 演習問題 7.2により主張を得る.
(2) x ∈ Uq, v′ ∈ V のとき

Ti(x)Π ◦ T̄i(v
′) = Ti(x)Ti(v

′) ((1)より)

= Ti(xv′) = Π ◦ T̄i(xv′) ((1)より)

= Π
(
T̄i(x)T̄i(v

′)
)

であるから, v = T̄i(v
′)とおいて結論を得る.

(3) 定義からΠ(v) ≡ v mod fiV に注意する. よって

Ti(x)v = Ti(x)Πv (仮定 eiv = 0より)

= Π(T̄i(x)v) ((2)より)

≡ T̄i(x)v mod fiV (上の注意より)

と主張が従う.

支配的ウェイト λ =
P

λjΛj ∈ P+に対して V = V (λ) = U−
q /
P

j f
λj+1

j を可積分最高ウェイト表現とするとき, U−
q の bar involution

が自然に V に誘導され, 命題の仮定の条件を満たすことに注意しよう.

命題 6.20の直交分解に関する直交射影を
iπ : U−

q → U−
q [i], πi : U−

q → ∗U−
q [i]

とする.

命題 7.4. x ∈ ∗U−
q [i]のとき

Ti ◦ πi(x) = iπ(Ti(x))

が成立する.

証明. y = Ti(x) ∈ U−
q [i]とおく. x = πi(x) + x′fiによって, x′ ∈ U−

q を定義する. V (λ)を可積
分最高ウェイト表現, vλを最高ウェイト・ベクトルとするとき,

iπ(y)vλ ≡ yvλ = T̄i(x)vλ ≡ Ti(x)vλ (補題 7.3(3)より)

=
(
Ti ◦ πi(x) + Ti(x

′)(−t−1
i ei)

)
vλ = Ti ◦ πi(x)vλ

となる. ただし ≡は, すべて mod fiV で考えた. よって Ti ◦ πi(x) − iπ(Ti(x)) ∈ fiU
−
q +∑

j U−
q f

λj+1
j である. λjを十分に大きくとれば, Ti ◦ πi(x)− iπ(Ti(x)) ∈ fiU

−
q ということにな

る. ところがこれは, U−
q [i]に属しているのだから, 0 でなければならない.

定理 7.1の証明. 主張は

L(c,h) = L(c,h) +
∑

d>c

adL(d,h), (ad ∈ Q(q))(7.5)

に他ならない. これを cp+1 = cp+2 = · · · = cν = 0となる pに関する帰納法で証明する. p = 0
のときは証明することはない. まず c1 = 0と仮定する. このとき L(c,h) ∈ U−

q [i1]であり,

T−1
i1

L(c,h) = f
(c2)
i2

Ti2(f
(c3)
i3

) · · · ∈ ∗U−
q [i1]である. したがって上の命題から

L(c,h) = Ti1

(
f

(c2)
i2

Ti2(f
(c3)
i3

) · · ·
)
≡ Ti1 ◦ πi1

(
f

(c2)
i2

Ti2(f
(c3)
i3

) · · ·
)

mod fi1U
−
q

となる. そこで

c′ = (c2, c3, . . . , cν , 0), h′ = (i2, i3, . . . , iν , ι(i1))

とおく. ただし ιは w0αi = −αι(i)で定義される Iの involutionである. (w0 = si2 · · · siνsι(i1)は
最短表示である.) 帰納法の仮定から

L(c′,h′) = L(c′,h′) +
∑

d′>c′
ad′L(d′,h′)



量子アファイン展開環の結晶基底 33

となる. d′ = (d2, d3, . . . , dν , d1)と表示すると, 命題 5.2により

L(d′,h′) = f
(d2)
i2

Ti2(f
(d3)
i3

) · · · (Ti2 · · ·Tiν−1)(f
(dν)
iν

)× (Ti2 · · ·Tiν−1Tiν )(f
(d1)
j )

= f
(d2)
i2

Ti2(f
(d3)
i3

) · · · (Ti2 · · ·Tiν−1)(f
(dν)
iν

)× f
(d1)
i1

である. したがって d1 6= 0ならば L(d′,h′) ∈ U−
q fi1 で, πi1L(d′,h′) = 0となる. また d1 = 0

ならば L(d′,h′) ∈ ∗U−
q [i]であるから, πi1L(d′,h′) = L(d′,h′)となる. よって

L(c,h) ≡ Ti1L(c′,h′) +
∑

d′>c′
d1=0

ad′Ti1L(d′,h′) mod fi1U
−
q

となる. d′ = (d2, d3, . . . , dν , 0)にたいして d = (0, d2, d3, . . . , dν)とおくと, Ti1L(d′,h′) =
L(d,h)であり, また d′ > c′は d > cと同値である. したがって上の式の右辺は

L(c,h) +
∑

d>c
d1=0

ad′L(d,h)

とおきかえられる. fi1U
−
q の部分は L(d,h)で d1 > 0となるものの一次結合で書ける. この d

は cよりも辞書式順序で大きい. 結局(7.5)が成り立つことが分かった.

次に c1 > 0とする. c′を c1を 0で置き換えてできるベクトルとすると, L(c,h) = f
(c1)
i1

L(c′,h)
となる. L(c′,h)については主張が成立しているから

L(c,h) = f
(c1)
i1

L(c′,h) = L(c,h) + f
(c1)
i1

∑

d′>c′
ad′L(d′,h)

となる. d′に対して dを d′1を c1だけ増やしたベクトルとすれば, d > cとなるから, (7.5)がや
はり成り立つ.

7.2. 標準基底の定義. さて, PBW基底は AU
−
q の A-基底であったから, の表現行列の成分

は, A = Z[qs, q
−1
s ]に属する. 次の定理の証明には, これ (もしくは成分が Q[qs, q

−1
s ]に入ること

でもよい)が必要である. アファインのときには, 対応する性質の証明が未解決なので, この点
を強調した.

定理 7.6. 次を満たす {b(c,h) | c ∈ Zν
≥0}がただ一つ存在する.

b(c,h) = b(c,h),

L(c,h) = b(c,d) +
∑

d>c

adb(d,h), (ad ∈ qsZ[qs])

証明. 各ウェイト空間ごとに構成する. cについて辞書式順序>に関する上からの帰納法で証
明する. 各ウェイト空間に有限個の cしか関係しないから, cよりも大きい dについては b(d,h)
がすでに構成されているとしてよい. 定理 7.1より

L(c,h)− L(c,h) =
∑

d>c

bdL(d,h) =
∑

d>c

pdb(d,h)

である. ただし二番目の等号では, 帰納法の仮定を用いた. 左辺に を適用すると, −1倍さ
れる. b(d,h) = b(d,h)であるから

∑
d>c(pd + pd)b(d,h) = 0 である. ところが上の条件から

{b(d,h)}は一次独立であるから pd + pd = 0である. qsのべきの係数を考えると

pd = · · · − a2q
−2
s − a1q

−1
s + a1qs + a2q

2
s + · · · , ai ∈ Z

と定数項を中心に反対称になっているということである. そこで ad = a1qs + a2q
2
s + · · · とお

くと,

ad ∈ qsZ[qs], pd = ad − ad
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となる. 実際, adはこの条件からただ一つに定まる. このとき b(c,h) = L(c,h)−∑
d adb(d,h)

とおくと

b(c,h) = L(c,h)−
∑

d

adb(d,h)

= L(c,h)−
∑

d

(pd + ad)b(d,h) = b(c,h)

と上の条件が満たされる. 作り方から下の条件も満たされる. 一意性も途中に注意したことか
ら明らかであろう.

このようにしてできた AU
−
q の Z[qs, q

−1
s ]加群としての基底 {b(c,h)}を標準基底と呼ぶ.

Lusztigによる幾何学的構成では, 標準基底は軌道に対応した交叉コホモロジー複体に対応す
る. bar involutionで不変なことは, 交叉コホモロジーでポアンカレ双対性が成り立つというこ
とに他ならない. また PBW基底との変換行列の上三角性は, 交叉ホモロジーの定義に他なら
ない.

ADE型のときは, 命題 5.12(2) と命題 5.13 によって, {b(c,h)} は, hの取り方によらない.
ただし , cは hによって変わるので, 標準基底のパラメトリゼーションが変わると考えるとよ
い. BCFG型のときに同じ主張を証明するのはあきらめ, {±b(c,h)}が hによらないことを §6
で定義された双線型形式 ( , )を用いて示そう.

定理 7.7. 標準基底{b(c,h)}は,概正規直交基底である. すなわち (b(c,h), b(d,h))−δc,d ∈ qsA0

が成り立つ.

これは, PBW基底 {L(c,h)}が概正規直交基底であることと, 基底の変換行列が対角成分が
1の上三角行列で, 対角成分以外が qsZ[qs]に入ることから明らかである.

定理 7.8. x ∈ AU
−
q が (x, x)− 1 ∈ qsA0, x = xを満たすと, ある cが存在して x = ±b(c,h)と

なる.

証明. 命題 6.23の証明と同様にすればよい. x =
∑

acb(c,h)と表わすと ac ∈ A∩A0∩A0
∼= Z

で (x, x)− 1 ∈ qsA0から, ある一つの acが ±1で, 他の adはすべて 0である.

つまり標準基底は符号を無視すれば最短表示の取り方 hに依存しない.

B̃(∞) = {±b(c,h) | c ∈ Zν
≥0}

とおく. また, ADE型のときには, B(∞) = {b(c,h)}とおく. これも hの取り方に依存しない.

上の特徴づけと補題 6.9から B̃(∞)は ∗で不変であることを注意しておこう. また, 次の補題
から, ADE型のときは, B(∞)も ∗で保たれることが従う.

補題 7.9. h = (i1, . . . , iν), c = (c1, . . . , cν)に対して,

h∗ = (ι(iν), ι(iν−1), . . . , ι(i1)), c∗ def.
= (cν , cν−1, . . . , c1)

と定める. ただし, ここで ιは w0(αi) = −αι(i)で定義される Iの involutionである. このとき
次が成り立つ.

L(c,h)∗ = L(c∗,h∗)

証明. w0 = si1 · · · siνから,

sip−1sip−2 · · · si1sι(iν)sι(iν−1) · · · sι(ip) = w0

である. したがって命題 5.2により

Tip−1Tip−2 · · ·Ti1Tι(iν)Tι(iν−1) · · ·Tι(ip+1)(fι(ip)) = fip

である. よって,

Tι(iν)Tι(iν−1) · · ·Tι(ip+1)(fι(ip)) = T−1
i1

T−1
i2
· · ·T−1

ip−1
(fip)

であり, 命題 4.18により結論が示される.
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BCDEFGのときは, B2, G2について命題 5.12がチェックできれば, B(∞) = {b(c,h)}が,
hの取り方に依存しないことが分かって, 同じことが言える. すでに言ったように,この事実は
G2型のときは柏原の構成を使ってしか今のところ証明されていない.

LZ(∞)を {L(c,h) | c ∈ Zν
≥0}で生成される A∩A0 = Z[qs]-加群とする. 上の結果により,こ

れは hの取り方には依存しない. 標準基底の定義から次の結果は明らかである.

定理 7.10. 自然な射影

LZ(∞) ∩ LZ(∞) → LZ(∞)/qsLZ(∞)

は Z-加群の同型であり, LZ(∞)/qsLZ(∞)の基底 {L(c,h) mod qsLZ(∞)}を引き戻したものが
{b(c,h)}である.

このようにして定義された

B̃(∞) mod qsLZ(∞) = {L(c,h) mod qsLZ(∞)} ⊂ LZ(∞)/qsLZ(∞)

を結晶基底という. ただし , ここでは符号の umbiguityが残されている. 以下では, 紛れのない
限り B̃(∞) mod qsLZ(∞)は単に B̃(∞)で表す.

7.3. 標準基底と既約表現. 次に標準基底が, 最高ウェイト有限次元表現 V (λ)の基底に落ちる
ことを見よう.

b ∈ B̃(∞)に対し , εi(b), ε∗i (b) ∈ Z≥0を

b ∈ f
εi(b)
i U−

q \ f
εi(b)+1
i U−

q , ε∗i (b) = εi(b
∗)

によって定義する. w0の最短表示hを i1 = iとなるように取ると, b = ±b(c,h)のとき, εi(b) = c1

と与えられる. 実際,

b(c,h) = L(c,h) +
∑

d>c

bdL(d,h),

L(d,h) ∈ fd1
i U−

q \ fd1+1
i U−

q

と, 順序>の定め方から d1 ≥ c1であるから,これは正しい. c1は最短表示hの取り方によって
決まるが, 対応する標準基底の元 b(c,h)に移ると, それは hによらないように定義が可能とい
うわけである.

定理 7.11. (1) {b ∈ B̃(∞) | εi(b) ≥ n} は fn
i U−

q の signed baseである.

(2) {b ∈ B̃(∞) | ε∗i (b) ≥ n} はU−
q fn

i の signed baseである.
(3) λを支配的ウェイトとするとき,

B̃(λ)
def.
=

{
b mod

∑
i

f
〈λ,hi〉+1
i

∣∣∣∣∣ ε∗i (b) ≤ 〈λ, hi〉 for all i ∈ I

}

は V (λ)の signed baseになる.

gが ADE型のときには, B(λ)を同様に定義して, 同じ主張が正しい.

証明. i1 = iとなるような w0の最短表示 h を取ると b = ±b(c,h)のとき εi(b) = c1であった.
一方, {L(c,h) | c1 ≥ n}が fn

i U−
q の基底になることは明らかである. よって PBW基底と標準

基底の変換行列の三角性より (1)が従う.
(2)は, (1)に ∗を適用すればよい.
(3)は, (2)より正しい.

(3)の結果により, 標準基底が, すべての有限次元最高ウェイト表現に ‘compatibleな’基底に
なっていることが証明された.
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定理 7.12. b ∈ B̃(∞)で εi(b) = 0とする. このとき

f
(n)
i b ≡ b′ mod fn+1

i U−
q

となる b′ ∈ B̃(∞)がただ一つ存在する. この元は εi(b
′) = nを満たす. さらにこの対応

{b ∈ B̃(∞) | εi(b) = 0} −→ {b′ ∈ B̃(∞) | εi(b
′) = n}

は全単射である.

証明. i1 = iから始まる w0の最短表示 hを取り, 固定する. ±b = b(c,h)と表わし , 対応する
PBW基底の元 L(c,h)を考える. このとき

f
(n)
i b(c,h) = f

(n)
i

[
L(c,h) +

∑

d>c

adL(d,h)

]
= L(c′,h) +

∑

d>c

ad

[
d1 + n

n

]

i

L(d′,h)

= L(c′,h) +
∑

d>c

adL(d′,h) +
∑

d1>0

ad

([
d1 + n

n

]

i

− 1

)
L(d′,h)

が成り立つ. ただし , c′ = c+(n, 0, . . . , 0), d′ = d+(n, 0, . . . , 0)であり,最後の和は, d1 = 0とな
る項が 0になることから, d > cから d1 > 0に置き換えられた. 右辺の最後の項を yとし ,標準基
底で y =

∑
e ceb(e,h)と表わす. 上三角性より e1 > nであることに注意する. ce = c+

e + c0
e + c−e

と qsZ[qs], Z, q−1
s Z[q−1

s ]に分けると,

f
(n)
i b(c,h)−

∑
e1>n

(
c0
e + c−e + c−e

)
b(e,h) = L(c′,h) +

∑

d>c

adL(d′,h) +
∑
e1>n

(
c+
e − c−e

)
b(e,h)

となり,左辺は 不変で,右辺はLZ(∞)に属していて qsLZ(∞)に落とすと b(c′,h) mod qsLZ(∞)
である. よって, この元は b(c′,h)に他ならない. したがって

f
(n)
i b(c,h) = b(c′,h) +

∑
e1>n

(
c0
e + c−e + c−e

)
b(e,h)

であり, e1 > nとなる b(e,h)は fn+1
i U−

q に属するから第一の主張が示された.
第二の主張は, c ↔ c′ = c + (n, 0, . . . , 0)が一対一対応であることの帰結である.

上の全単射を合成して

{b ∈ B̃(∞) | εi(b) = n} ∼=−→ {b′ ∈ B̃(∞) | εi(b
′) = 0} ∼=−→ {b′ ∈ B̃(∞) | εi(b

′) = n + 1}
を f̃iと定義する. 逆写像を ẽiと定義する. ただし εi(b) = 0のときには, ẽi(b) = 0と約束する.

この約束により定義された写像 ẽi, f̃i : B̃(∞) → B̃(∞) t {0}を柏原作用素という.

定理 7.13. 任意の元 b ∈ B̃(∞)は, ẽiをつぎつぎに作用させることにより, ±1まで持ってい
ける.

証明. b 6= ±1として構わない. 補題 6.14より, ある i ∈ Iが存在して b /∈ Ker irである. この
とき iから始まる最短表示 hをとれば, b = ±L(c,h) mod qsL(∞)で, c1 6= 0である. ẽiを作用
させて, c1 = 0まで減らすことができる. これを繰り返すとウェイトがだんだん大きくなって
いくことから, 最後にはウェイト 0となって, ±1に行き着いて終わる.

逆に言うと, B̃(∞) = {±f̃i1 · · · f̃iN 1}が分かった.
iから始まるw0の最短表示hを取ったとき, b = ±b(c,h)に対しては, 柏原作用素は単に cの

第一成分を ±1するものである. したがって, iと異なる柏原作用素 ẽj, f̃jを計算するには, 対
応 b(c,h) = ±b(c′,h′) によって jで始まる最短表示 h′に移り, c′の第一成分に ±1して, そし
てもとの hに戻る, という操作を行えばいいことになる.
しかし ,これは「言うは易し , 行うは難し」であって, 実際にこの操作を explicitに書くには,
新たな研究が必要である.
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[1] A. Berenstein and A. Zelevinsky, Tensor product multiplicites, canonical bases and totally positive varieties,
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という論文があることだけ書いておいて, これ以上はいわない.

また支配的ウェイト λに対して, ẽi, f̃iを B̃(λ)に制限し , B̃(λ)の外に出るときは 0と約束す
ることによって, 写像 ẽi, f̃i : B̃(λ) → B̃(λ) t {0}を定義する. (実際には, L(c,h)を考えれば容
易に分かるように, ẽi で外に出ることはない.) 既約表現 V (λ)の柏原作用素という.
このとき

ϕi(b) = εi(b) + 〈hi, wt(b)〉
とおく. 定義と sl2の表現論から次が成立する.

εi(b) = max{n | ẽn
i b 6= 0}, ϕi(b) = max{n | f̃n

i b 6= 0}.(7.14)



38 中島 啓

8. 結晶構造

この節では, 柏原による ẽi, f̃iの定義を紹介する.

8.1. 柏原による定義. 定理 6.17の直和分解によって x ∈ U−
q を次のように表わす:

x =
∑
n≥0

f
(n)
i xn

このとき

f̃i(x)
def.
=

∑
n≥0

f
(n+1)
i xn, ẽi(x)

def.
=

∑
n>0

f
(n−1)
i xn

によって ẽi, f̃iを定義する. この定義には PBW基底は必要ないことに注意する.
iから始まるw0の最短表示 hを取り, PBW基底の元

L(c,h) = f
(c1)
i Ti(f

(c2)
i2

) · · ·
を考える. これは, f

(c1)
i U−

q [i]に属する. よって

f̃iL(c,h) = L(c + (1, 0, . . . , 0),h), ẽiL(c,h) =

{
0 c1 = 0のとき
L(c− (1, 0, . . . , 0),h) c1 > 0のとき

が成立する.
このとき次は明らかであろう.

定理 8.1. (1) L(∞) は, f̃i1 · · · f̃iN 1で生成されるA0-加群である.

(2) B̃(∞) = {±f̃i1 · · · f̃iN 1 mod qsL(∞)} ⊂ L(∞)/qsL(∞) が成立する. (ADE型のとき, ±
をはずして正しい.)

(3) ẽi も, L(∞)/qsL(∞)の作用素として B(∞)を保ち, ẽif̃ib = bが成り立つ.

(4) ẽi, f̃i は, 前節で構成されたものに一致する.

この定理の主張自体は, PBW基底とは無関係であることに注意しよう. 柏原は, 上の結果を
任意の対称化可能なカッツ・ムーディー・リー環について次のように証明した:

L(∞)
def.
=

∑
A0f̃i1 · · · f̃iN 1,

B(∞)
def.
= {f̃i1 · · · f̃iN 1 mod qsL(∞)}

とおくときに, 次を示した.

• L(∞)⊗A0 Q(qs) ∼= U−
q である.

• B(∞)は, L(∞)/qsL(∞) のQ-ベクトル空間としての基底である.

• ẽi : B(∞) → B(∞) t {0}, f̃i : B(∞) → B(∞)が成り立つ. (後者は明らか)

• ẽif̃i = 1.

同じ主張は, A0をA0 ∩A = Z[qs]で置き換えても成立する. このとき対応するZ[qs]-加群を
LZ(∞)で表す.
また, 次も証明された.

定理 8.2. ∗で B(∞)は保たれる.

B2, G2型のときに, この性質を用いると, w0の二つの最短表示 h, h′において L(c,h)∗ =
L(c′,h′)となることから, signの umbiguityが消えて b(c,h) = b(c′,h′)が従う. よって命題 5.12
が, この場合にも正しい. したがって命題 5.13により, すべての有限型のときに {b(c,h)}が h
の取り方によらないことも従う.
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有限型のとき (ADE型でないときだけが問題)は, B(∞)が PBW基底から作られる {b(c,h)}に一致することが, [Saito:1994]

によって示された. ただし証明には, 上と同様に結晶基底の存在を用いているので, hの取り方によらないことを直接示して

いるわけではない.

柏原は, このように qs = 0における結晶基底をまず構成し , 次に
• 射影 AU

−
q ∩ L(∞) ∩ L(∞) → LZ(∞)/qsLZ(∞)は同型である

ことを証明し , 大域結晶基底を結晶基底の逆像として定義した.
以下では, これらの事実を認めることにして, またアファイン・リー環のときにも同じこと

が成立することを用いることとする.
可積分表現についても, 上の ẽi, f̃iと同様の作用素を定義することができる. 実際 g = sl2の

ときの表現論から, Mを可積分表現とするときに

M =
⊕

0≤n≤〈hi,ξ〉
f

(n)
i (Ker ei ∩Mξ)

と書けるので,この分解を定理 6.17の分解の代わりに使って定義する. V (λ)を既約最高ウェイト
表現とするとき, πλ : U−

q → V (λ)と compatibleな (L(λ),B(λ))が存在することが示された. こ
れは上と同様の性質を持つ. 違う点は f̃i(b) = 0となることがありうること, b′ = f̃ib ⇐⇒ ẽib

′ = b

が, b, b′ 6= 0という仮定のもとでしか成立しないことである. ただし , B(∞) の ẽi, f̃i と B(λ)

の ẽi, f̃i が compatibleであることは, 必ずしも自明ではなく, これ自体も結晶基底の存在の途
中で証明される主張である.
また, 上の ẽi, f̃iは任意の可積分表現について適用できることを注意しておく. あとで使う次

の事実を注意しておく.

補題 8.3. ϕ : M → M ′がUq-加群の準同型のとき, ϕは ẽi, f̃iと可換である.

証明. x ∈ M を x =
∑

f
(n)
i xn (eixn = 0)と分解する. このとき f̃i(x) =

∑
f

(n+1)
i xn で

あった. 一方, ψ(x) =
∑

f
(n)
i ψ(xn)であって, eiψ(xn) = ψ(eixn) = 0であるから, f̃iψ(x) =∑

f
(n+1)
i ψ(xn) = ψ(f̃ix) である.

柏原の証明の途中で大切な役割を果たすのが, 次のテンソル積の結晶基底である.

定理 8.4. M1, M2を可積分なUqの表現とし, それぞれ上の性質を持つ結晶基底 (La,Ba) (a =
1, 2)を持つとする. ϕi, εiを(7.14)によって定義する. このとき L = L1 ⊗A0 L2, B = B1 × B2

とおくと, (L,B)は次の ẽi, f̃iによって, M1 ⊗M2の結晶基底となる.

wt(b1 ⊗ b2) = wt(b1) + wt(b2),

ẽi(b1 ⊗ b2) =

{
ẽib1 ⊗ b2 if ϕi(b1) ≥ εi(b2),

b1 ⊗ ẽib2 otherwise,

f̃i(b1 ⊗ b2) =

{
f̃ib1 ⊗ b2 if ϕi(b1) > εi(b2),

b1 ⊗ f̃ib2 otherwise.

ここで (b1, b2) を b1 ⊗ b2 で表わし, 0⊗ b2, b1 ⊗ 0 は 0 であると解釈する. またこのとき次が
成り立つ.

εi(b1 ⊗ b2) = max(εi(b1), εi(b2)− wti(b1)),

ϕi(b1 ⊗ b2) = max(ϕi(b2), ϕi(b1) + wti(b2)).

証明は, g = sl2のときに確かめればよく, またそのときは明らかである.

8.2. 結晶の公理化. 結晶基底の組み合わせ論的な性質を抽象化し , 結晶の定義を与える.

定義 8.5. §3.1の意味のルート・データを固定する. 結晶 Bとは,集合 Bと次の写像wt: B → P ,

εi, ϕi : B → Zt {−∞}, ẽi, f̃i : B → B t {0} (i ∈ I)の組で次の性質を満たすもののことをいう:

ϕi(b) = εi(b) + 〈hi, wt(b)〉,(8.6a)
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wt(ẽib) = wt(b) + αi, εi(ẽib) = εi(b)− 1, ϕi(ẽib) = ϕi(b) + 1, if ẽib ∈ B,(8.6b)

wt(f̃ib) = wt(b)− αi, εi(f̃ib) = εi(b) + 1, ϕi(f̃ib) = ϕi(b)− 1, if f̃ib ∈ B,(8.6c)

b′ = f̃ib ⇐⇒ b = ẽib
′ for b, b′ ∈ B,(8.6d)

if ϕi(b) = −∞ for b ∈ B, then ẽib = f̃ib = 0(8.6e)

以後, ẽi(0) = 0 = f̃i(0)と約束しておく.

例 8.7. (1) U−
q の結晶基底 B(∞). ただし ϕi(b)は, (8.6a)によって定義する.

(2) 支配的ウェイト λ ∈ P+ に対する既約最高ウェイト表現 V (λ) の結晶基底
(3) 各 i ∈ I に対して, 結晶 Bkを次で定義する:

Bi = {bi(n) | n ∈ Z},
wt(bi(n)) = nαi, ϕi(bi(n)) = n, εi(bi(n)) = −n,

ϕj(bi(n)) = εj(bi(n)) = −∞ (j 6= i),

ẽi(bi(n)) = bi(n + 1), f̃i(bi(n)) = bi(n− 1),

ẽj(bi(n)) = f̃j(bi(n)) = 0 (j 6= i).

(4) ウェイト λ ∈ P に対して, 結晶 Tλ を次で定義する:

Tλ = {tλ},
wt(tλ) = λ, ϕi(tλ) = εi(tλ) = −∞,

ẽi(tλ) = f̃i(tλ) = 0.

(5) B1, B2 を結晶とするとき, 定理 8.4の規則で B1 ×B2に柏原作用素を定義すると, 結晶の
公理を満たす. これを B1, B2のテンソル積といい, B1 ⊗ B2で表わす.

演習問題 8.8. (B1 ⊗ B2)⊗ B3
∼= B1 ⊗ (B2 ⊗ B3)を示せ. 以後, これを B1 ⊗ B2 ⊗ B3で表わす.

(結晶の)morphism Ψ: B1 → B2とは, 写像 Ψ: B1 t {0} → B2 t {0}であって
• ψ(0) = 0
• ψは, wt, εi, ϕiと可換
• b, b′ ∈ B1, Ψ(b), Ψ(b′) ∈ B2で f̃ib = b′ のとき, f̃iΨ(b) = Ψ(b′)

が成り立つものをいう. f̃ib = 0 または ẽib = 0のときは, f̃iΨ(b) = 0, ẽiΨ(b) = 0となること
を仮定していないことに注意しよう. この性質が成り立つときは, strict morphismであると
いう.
射 Ψ: B1 → B2が embeddingであるとは, 写像 Ψ: B1 t {0} → B2 t {0}が単射であるとき

をいう.
我々は B(λ)(正確には B̃(λ)だけであるが)を B(∞)の部分集合として定義したことを思い出

そう. 結晶構造まで込めて考えると

B(λ) → B(∞)⊗ Tλ

は埋め込みである. 作り方から ẽiとΨは 0になるときまで含めて可換であるが, f̃iについては
可換でない. したがって strict morphismではない.
∗を用いて B(∞)に新しい結晶構造を

ẽ∗i b
def.
= (ẽib

∗)∗, f̃ ∗i b
def.
= (f̃ib

∗)∗, ε∗i (b)
def.
= εi(b

∗), ϕ∗i (b)
def.
= ϕi(b

∗)

で定義する.
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9. テンソル積の大域結晶基底

9.1. 準R行列. Uqはホップ代数であるから, 表現M , M ′のテンソル積M ⊗M ′はふたたびUq

の表現になる: ∆(x) =
∑

x(0) ⊗ x(1) と表わしたときに,

x(m⊗m′) =
∑

x(0)m⊗ x(1)m
′.

しかし ∆は余可換でない,すなわち成分の入れ替えに関して対称でないので, M⊗M ′とM ′⊗M
は一般に同型になるとは限らない.

∆′を∆とテンソル積の成分の入れ替えの合成としたときに, 普遍R行列とは, Uq ⊗Uqの可
逆な元で R−1∆(x)R = ∆′(x)がすべての x ∈ Uqについて成立するものをいう. このような元
が存在すれば, RM ′,M : M ′ ⊗M 3 m′ ⊗m 7→ R ·m⊗m′ ∈ M ⊗M ′ とおくと,

RM ′,M (x(m′ ⊗m)) = R∆(x)(m′ ⊗m) = R∆′(x)R−1R(m⊗m′) = ∆(x)(m⊗m′)

となって, RM ′,Mは M ′ ⊗MとM ×M ′の間の intertwinerになる. DrinfeldはUqを適当に完
備化すれば普遍R行列を持つことを証明した.

ここでは, [Lusztigの教科書]に従い, ∆ と ∆ (i.e., ∆(x)
def.
= ∆(x)) の間を結ぶ元として, 準

R行列を導入する. この違いは本質的でないが, 次の節でテンソル積の標準基底を構成すると
きに, こちらの方が都合がよい.

定理 9.1. {b} を U−
q の基底とし, ルート分解 U−

q =
⊕

−ξ∈Q+
(U−

q )−ξと compatibleであるもの
とする. 内積 ( , )に関する双対基底を ∨によって U+

q の基底に移したものを {b∗} とする. こ
のとき

Θξ =
∏

i

(−1)ξ
i q
−ξi

i

∑

b:wt(b)=−ξ

b∗ ⊗ b

とおく. ただし ξ =
∑

ξiαi ∈ Q+ である. さらに Θ =
∑

ξ Θξ を, U+
q ⊗U−

q の自然な完備化

U+
q ⊗̂U−

q
def.
=

⊕

ξ∈Q

∏

ξ=λ+µ

(U+
q )λ ⊗ (U−

q )µ

の元として定義する. このとき Θ は可逆で, 次が成立する.

Θ−1∆(x)Θ = ∆(x) for all x ∈ Uq.

さらに ΘΘ = ΘΘ = 1 が成り立つ.

基底の取り方に依存せずに Θが決まることは線形代数から明らかであるが, gが有限型のと
きには, PBW基底 (の長さを正規化したもの)を用いて, 具体的に与えることができることを
注意しておこう.
また, g = sl2のときは, 命題 4.4における Lが, 本質的に Θに他ならない.
Θは無限和を許しているので,どういう表現の間の intertwinerを与えうるかは, 注意が必要

である. 今までに出てきた無限和 (命題 4.4のLや, 補題 7.3のΠ)は, 可積分表現について定義
されたが, それは作用素が, まずUq(sl2)のときに定義し , それをUqi

(sl2) → Uqを通じて, Uq

に定義する, という形をしていたからである. 今の場合は, いろいろな i ∈ Iについての ei, fi

が混ざっているので, 可積分というだけではうまく定義ができない. (実際, あとでアファイン
のときに, これを克服することが一つのポイントになることをみる.)
そこで, 表現に対する次の条件を考える:

• 任意の元 m ∈ Mに対して十分大きなウェイト ξ0が存在して, ξ0 よりも大きい ξ につい
ては, x ∈ (U+

q )ξ が xm = 0を満たす.

最高ウェイト表現は,この条件を満たす. Mが上の条件を満たすか, もしくはM ′の双対がこの
条件を満たすと仮定する. すると

ΘM,M ′ : M ⊗M ′ → M ⊗M ′; ΘM,M ′(m⊗m′) =
∑

ξ

Θξ(m⊗m′)

は, 有限和になって well-defined である. 定義から次が成立する.
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命題 9.2. M , M ′は上の条件を満たすとし, M , M ′ は bar involution を持つと する. このと
きM ⊗M ′上のQ-線型写像 を def.

= ( ⊗ ) ◦ ΘM,M ′ で定義すると, bar involutionであ
る. すなわち次が成立する.

m⊗m′ = m⊗m′, x ·m⊗m′ = x ·m⊗m′, for x ∈ Uq, m⊗m′ ∈ M ⊗M ′.

9.2. λ, µを支配的なウェイトとし ,テンソル積表現 V (λ)⊗V (−µ)を考える. V (λ)の最高ウェ
イトベクトルを vλ, V (−µ)の最低ウェイトベクトルを v−µとする. すると, V (λ)⊗ V (−µ)は,

vλ ⊗ v−µ で生成され, 定義関係式は, qh(vλ ⊗ v−µ) = q〈h,λ−µ〉(vλ ⊗ v−µ), e
1+〈hi,µ〉
i (vλ ⊗ v−µ) = 0,

f
1+〈hi,λ〉
i (vλ ⊗ v−µ) = 0である.

V (λ)⊗ V (−µ)に bar involution を x(vλ ⊗ v−µ) = x(vλ ⊗ v−µ)によって定義する. 上の定
義関係式により, Uq の が下に落ちると考えてもいいが, 前節のように準R行列Θを用いて
定義されたと考える. すると安直な各成分ごとの bar involution x⊗ y = x ⊗ yとのずれが, Θ
で与えられることになる. 大域結晶基底の元のテンソル積 b⊗ b′ (b ∈ B(λ), b′ ∈ B(−µ))は安直
な bar involutionで不変になるが, 本当の で不変とは限らない. しかし Θの定義 (定理 9.1)
から次が分かる:

b⊗ b′ = b⊗ b′ +
∑

b1:wt(b1)>wt(b)
b′1:wt(b′1)<wt(b′)

ab1,b′1b1 ⊗ b′1 (ab1,b′1 ∈ Z[qs, q
−1
s ]).

そこで, 基底のテンソル積 B(λ)⊗ B(−µ)に半順序 b1 ⊗ b′1 < b2 ⊗ b′2を

wt b1 + wt b2 = wt b′1 + wt b′2, wt b1 > wt b2, wt b′1 < wt b′2

が成立するものとして定める. 上の主張は, bar involutionの基底 B(λ)⊗ B(−µ)に関する表現
行列が, この順序に関して対角成分が 1であるような上三角行列であることを意味している.
PBW基底から標準基底を構成したときとまったく同様にして次が証明される.

定理 9.3. V (λ) ⊗ V (−µ)上の基底 {G(b ⊗ b′) | b ∈ B(λ), b′ ∈ B(−µ)} で次の二つの性質を持
つものがただ一つ存在する:

(A) G(b⊗ b′) = G(b⊗ b′)
(B) B(λ)⊗B(−µ)との基底の変換行列は, 対角成分が 1の上三角行列で, 対角以外の成分は

qsZ[qs]に属する.

テンソル積 V (λ) ⊗ V (−µ)の結晶基底は, L
def.
= L(λ) ⊗ L(−µ), B(λ) × B(−µ)で与えられ

ていた. このとき G(b ⊗ b′)は, 対応する大域結晶基底である. すなわちG(b ⊗ b′) と b ⊗ b′ は
L/qsLに落とせば同じである. これは上の作り方から明らかである.
また作り方から, 次もただちに従う.

G(b⊗ b′) ≡ b⊗ b′ mod
⊕

ξ∈Q+\{0}
V (λ)wt(b)+ξ ⊗ V (−µ)wt(b)−ξ.(9.4)

9.3. Ũqの結晶基底. U+
q は, U−

q と同型であるから結晶基底を持つ. この節では両者を組み合
わせてUq 全体の結晶基底を作る. 実際には Uqのカルタン部分代数U0

qを取り替えてできる
modified quantum enveloping algebra Ũq上に結晶基底を構成する.
各ウェイト λ ∈ P に対して aλという元を導入し ,

⊕
U−

q ⊗U+
q ⊗ Q(q)aλに積を次のように

して導入し , Ũqで表わす:

aλaµ = δλµaλ, eiaλ = aλ+αi
ei, fiaλ = aλ−αi

fi,

(eifj − fjei)aλ = δij [〈hi, λ〉] aλ.

Ũqは環であるが, 1 =
∑

λ∈P aλは Ũqに入っていないので, 単位元は持たない.
MをUqの表現でウェイト分解を持つものとし , aλをウェイト λのウェイト空間への射影と

して定義すると, 上の関係式が満たされる. aλを, ウェイト分解を持つ任意のUqの表現につ
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いて定義される ‘普遍的な’作用素と見ることもできるが,ここではより具体的な表示を用いた.
また, Uqのカルタン部分代数は, 関係式

qhaλ = q〈h,λ〉aλ

によって消されるので, U−
q ⊗U+

q ⊗Q(q)aλと取り除いて定義されていることを注意しよう. 記
号を簡単にするために以後はU−

q ⊗U+
q ⊗Q(q)aλをUqaλで表わす.

定理 9.5. Ũq上に標準基底 (=大域結晶基底)B(Ũq)で次の性質を持つものが構成できる.

(1) B(Ũq)は分解
⊕

Uqaλと compatibleな分解 B(Ũq) =
⊔B(Uqaλ)を持つ.

(2) λ, µ ∈ P+とするときUqの表現の準同型 Uqaλ−µ → V (λ)⊗ V (−µ) で aλ−µ を vλ ⊗ v−µ

に送るものを Φ(λ, µ)で表わすと,

Φ(λ, µ)b = G(b1 ⊗ b2) or 0

が, ある対 (b1, b2) ∈ B(λ)× B(−µ)に対して成立する. この対応 b 7→ (b1, b2)によって

{b ∈ B(Uqaλ−µ) | Φ(λ, µ)b 6= 0} ∼=−→ B(λ)⊗ B(−µ)

と同型になる.

証明は, λ, λ′, µ ∈ P+に対して, 次の準同型の合成

V (λ + λ′)⊗ V (−λ′ − µ)
⊂−→ V (λ)⊗ V (λ′)⊗ V (−λ′)⊗ V (−µ)

真ん中の二つの成分の pairing−−−−−−−−−−−−−−−→ V (λ)⊗ V (−µ)

によって, 定理 9.3の標準基底が移っていることをチェックすることによる. (この部分で,この
講義では認めた結晶基底のテンソル積に関する結果が本質的に使われる.) そのあとで, λ′ →∞
という ‘極限’を取ればよい. V (λ + λ′) の極限がU−

q になることに注意して結論をえる.
また, 誘導される

B(λ + λ′)⊗ B(−λ′ − µ) → B(λ)⊗ B(−µ)

は, 補題 8.3より結晶の strict morphismである. よって包含写像 B(λ) ⊗ B(−µ) → B(Ũq)は
strictになる. ここは, B(λ) → B(∞)とは異なる点なので注意しよう. (後者の包含写像は, f̃i

とは可換でないのであった.)
構成から次が分かる.

定理 9.6. 結晶として次の同型がある. B(Uqaλ) ∼= B(∞)⊗ Tλ ⊗ B(−∞).

また, 定理 7.11(3)の B(λ)の特徴付けにより, b1 ⊗ tλ ⊗ b2に対する bが Φ(λ, µ)b 6= 0を満た
す必要十分条件は, 次で与えられる:

ε∗i (b1) ≤ 〈hi, λ〉かつ ϕ∗i (b2) ≤ −〈hi, µ〉(9.7)

例 9.8. g = sl2とする. ウェイトの集合を Zと λ 7→ 〈λ, h〉によって同一視する. Ũqの大域結
晶基底は

{
f (m)e(n)ak k ≥ m− nのとき,

e(n)f (m)ak k ≤ m− nのとき

で与えられる. ただし , k = m− nのときは, 上と下は一致する.
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9.4. ∗-結晶構造.

定理 9.9 ([5, Th. 4.3.2]). B(Ũq)は ∗で不変である.

証明. しかるべく Ũqに内積を定義することができ, B(Ũq)は概正規直交基底になる. したがっ
て B(Ũq)の元は定理 7.8と同様の特徴付けを持つ. したがって B̃(Ũq) = B(Ũq) t−B(Ũq)は ∗
で不変であることが従う.
定理 9.6によって b = b1 ⊗ tλ ⊗ b2と対応させると, (9.4)の意味 (正確には表現から Ũqに移

行して) b ≡ b1b2aλが成り立つ. すると

b∗ ≡ a−λb
∗
2b
∗
1 ≡ a−λb

∗
1b
∗
2 = b∗1b

∗
2aµ µ = −λ− wt b1 − wt b2

となるから, b∗は b∗1 ⊗ t−µ ⊗ b∗2と対応する. 特に, 符号が保たれていることも分かった.

∗を用いて B(∞)のときと同様に B(Ũq)に新しい結晶構造を定義する.
上の b∗の式により, 次を得る.

補題 9.10.

ε∗i (b1 ⊗ tλ ⊗ b2) = max(ε∗i (b1), ϕ
∗
i (b2) + 〈hi, λ〉),

ϕ∗i (b1 ⊗ tλ ⊗ b2) = max(ε∗i (b1)− 〈hi, λ〉, ϕ∗i (b2)),

wt∗(b1 ⊗ tλ ⊗ b2) = −λ,

ẽ∗i (b1 ⊗ tλ ⊗ b2) =

{
ẽ∗i b1 ⊗ tλ ⊗ b2 if ε∗i (b1) ≥ ϕ∗i (b2) + 〈hi, λ〉
b1 ⊗ tλ ⊗ ẽ∗i b2 if ε∗i (b1) < ϕ∗i (b2) + 〈hi, λ〉

f̃ ∗i (b1 ⊗ tλ ⊗ b2) =

{
f̃ ∗i b1 ⊗ tλ ⊗ b2 if ε∗i (b1) > ϕ∗i (b2) + 〈hi, λ〉
b1 ⊗ tλ ⊗ f̃ ∗i b2 if ε∗i (b1) ≤ ϕ∗i (b2) + 〈hi, λ〉

定理 9.11 ([5, Th. 5.1.1]). ẽ∗i , f̃ ∗i は, B(Ũq)の結晶構造 ẽi, f̃iについて strict morphismである.
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10. Extremal ウェイト加群

[5]において柏原は, 結晶に対する extremalベクトルの概念を定義した. これは, Ũqの結晶構
造を理解するために重要な概念であり, [BN]の主結果は, extremalベクトル (正確には extremal
かつ ∗-extremal)を決定した, ということもできる.

10.1. 結晶基底へのWeyl群作用. 結晶Bが, seminormalであるとは, (7.14)が成り立つとき
をいう. B(λ)は seminormalである. このとき各 i ∈ Iに対して Si : B → Bを

Sib =

{
f̃
〈hi,wt b〉
i b 〈hi, wt b〉 ≥ 0のとき

ẽ
−〈hi,wt b〉
i b 〈hi, wt b〉 ≤ 0のとき

によって定義する. S2
i = 1, wt(Sib) = si(wt b)が成り立つ. ただし , siは鏡映である. sl2の表

現を考えると, Siが鏡映 si による対称性を結晶のレベルで実現するものであることが分かるで
あろう. また, あとで Tiとの関係も述べる.
また, seminormalな結晶に対して

ẽmax
i b = ẽ

εi(b)
i b, f̃max

i b = f̃
ϕi(b)
i b

と定義する. すなわち, ẽi, f̃iを 0にならないまで最大限に適用するということである.
seminormalな結晶 Bが normalであるとは, 次の条件が成り立つときをいう:

• Iから二つの元からなる部分集合 J = {i, j} ⊂ Iであって, 対応する Lie環 gJが有限次
元であるものを取ってくる. このとき Bを gJの結晶と思ったものが, Uq(gJ)の有限次元
表現の結晶と同型になる.

定義から B(λ)は normalである. また normalな結晶のテンソル積は normalである.

定理 10.1 ([5, Th. 7.2.2]). Bが normalな結晶であるとき, {Si}は組み紐群の関係式を満たす.
よってワイル群Wが Bに作用する.

証明は rank 2のときにチェックすればよい. (rank 2に reduceできるように, normalである
という条件を課したのである.)
ワイル群の元 w ∈ W に対応する作用素を Sw で表わすことにする.

10.2. Extremal ベクトル. まず表現の Extremalベクトルを定義し , 次に結晶について定義を
与える.

定義 10.2. 可積分表現 Mのウェイト λのベクトル vが extremalであるとは, 任意の w ∈ W
と i ∈ Iに対して {

eiTwv = 0 〈hi, wλ〉 ≥ 0のとき
fiTwv = 0 〈hi, wλ〉 ≤ 0のとき

(10.3)

が成り立つときをいう.

例 10.4. V (λ)を最高ウェイトが λの可積分最高ウェイト表現とし , v を最高ウェイトベクト
ルとする. 定義から, V (λ)のウェイトは, λ−Q+に属する. 一方, カッツ・ムーディー・リー環
の表現論でよく知られているように, ウェイトの集合はワイル群 W の作用で不変である. し
たがって, ウェイトの集合は

⋂
w(λ−Q+)に属する. これは, ウェイトの集合が, Wλの凸包に

含まれることを意味する. 上の条件は, 対応するウェイト空間が 0なので, ただちに従う. した
がって vは extremal である.

補題 10.5. 可積分表現 Mの extremal ベクトル vを取り, ウェイトがウェイト λであるとする.
このとき Swvを, wの最短表示を取って帰納的に

SiSwb =

{
f

(〈hi,wλ〉)
i Swb if 〈hi, wλ〉 ≥ 0,

e
(−〈hi,wλ〉)
i Swb if 〈hi, wλ〉 ≤ 0.
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と定義する. このとき

Swv = (−1)N∨
+q−N+Twv

が成立する. ただし,

N+ =
∑

α∈∆+∩w−1(∆−)

max ((α, λ) , 0) , N∨
+ =

∑

α∈∆+∩w−1(∆−)

max((
2α

(α, α)
, λ), 0).

である. 特に Swv は wの最短表示の取り方によらずに定まる.

証明. 一般に v ∈ M がウェイト λを持ち, eiv = 0 (resp. fiv = 0)を満たすと,

Tiv = (−qi)
λif

(λi)
i v

(
resp. Tiv = e

(λi)
i v

)
,

が成立する. ただし , λi = 〈hi, λ〉である. (命題 4.2参照) wの最短表示を w = simsim−1 · · · si1

とすると, v, Ti1v, . . . , Tim · · ·Ti1vのウェイトは, それぞれ

λ, si1λ, . . . , sim · · · si1λ

となる. あとは, ∆+∩w−1(∆−) =
{
si1 · · · sik−1

αik

∣∣ k = 1, . . . , m
}

,に注意して結論を得る.

補題 10.6. v1 ∈ M1, v2 ∈ M2が extremalで, ウェイト λ1, λ2が, 次の意味で同じワイル・チェ
ンバーに属するとする:

〈hi, wλ1〉 ≥ 0 ⇐⇒ 〈hi, wλ2〉 ≥ 0 for all i ∈ I, w ∈ W.

このとき, v1 ⊗ v2 ∈ M1 ⊗M2も extremalである.

証明. 補題 5.6により, L(c,h)±を使って次が成立する.

Tw(v1 ⊗ v2) =
∑
c

p∏

k=1

{
(−1)ckq−ck(ck−1)/2

ck∏
a=1

(qa
ik
− q−a

ik
)

}
L(c,h)+Twv1 ⊗ L(c,h)−Twv2.

仮定から 〈hi, w(λ1+λ2)〉 ≥ 0であれば, 〈hi, wλ1〉, 〈hi, wλ2〉は共に非負であり,例えば L(c,h)+ =
ei1 , L(c,h)− = ei1 (i.e., c = (1, 0, . . . , 0))を考えると, L(c,h)+Twv1 もしくは L(c,h)−Twv2の
いずれかは 0 となる. 一般の cについても同様で, c 6= 0であれば, いずれか一方は必ず 0にな
る. 従って Tw(v1 ⊗ v2) = Twv1 ⊗ Twv2 が成り立つ. このとき結論は明らかである.

定義 10.7. normalな結晶Bのウェイト λのベクトル bが extremalであるとは,任意のw ∈ W
と i ∈ Iに対して

{
ẽiSwb = 0 〈hi, wλ〉 ≥ 0のとき
f̃iSwb = 0 〈hi, wλ〉 ≤ 0のとき

が成り立つときをいう.

上と同様に可積分最高ウェイト加群の結晶基底の最高ウェイトベクトルは, extremalになる.
また, (L,B)が可積分表現の結晶基底とし , extremalベクトル vの L/qsLにおける像が Bに
属しているとする. このとき補題 10.5により, 像は結晶の意味で extremalであり, さらに Sw

を applyしたものは, 補題 10.5の意味での SwvをL/qsLに落としたものである. 同じ記号を違
う意味に使ったが,この意味で混同しても問題ないわけである. また, Twvも符号と qの巾を除
いて, 結晶基底の元を与えることも同時に分かった.
次は補題 10.6の結晶版である.

補題 10.8. b1 ∈ B1, b2 ∈ B2が normalな結晶の extremalなベクトルで, ウェイト λ1, λ2が補
題 10.6と同様に同じワイル・チェンバーに属するとする. このとき v1⊗ v2も extremalである.
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証明. extremalウェイトの条件から 〈hi, wλ〉 ≥ 0 (resp. 〈hi, wλ〉 ≤ 0 のとき εi(Swb) = 0 (resp.
ϕi(Swb) = 0 ) である. したがって結晶の公理(8.6a)により

εi(Swb) = max(0,−〈hi, wλ〉), ϕi(Swb) = max(0, 〈hi, wλ〉)(10.9)

が成立する. 実際, この式が任意の w, iについて成り立つことが, b が extremalであることと
同値である. このとき一般的に成り立つ性質 (f̃max

i (b)
def.
= f̃

ϕi(b)
i (b))

f̃max
i (b1 ⊗ b2) =

{
f̃

ϕi(b1)−εi(b2)
i b1 ⊗ f̃max

i b2 if ϕi(b1) ≥ εi(b2),

b1 ⊗ f̃max
i b2 if ϕi(b1) ≤ εi(b2),

(10.10)

に注意すると, 仮定から Sw(b1 ⊗ b2) = Swb1 ⊗ Swb2 が成立する. あとは明らかである.

次の補題は, 結晶の連結成分の中に extremalベクトルがあることを示すときに有効に使わ
れる.

補題 10.11. normalな結晶Bのベクトル bは, (連結成分の中で)(wt(b), wt(b))の最大値を取っ
ていると仮定する. このとき bは extremalである.

証明. 〈hi, wt b〉 ≥ 0と仮定し , ẽib 6= 0とすると,

(wt(ẽib), wt(ẽib)) = (wt b + αi, wt b + αi) = (wt b, wt b) + {〈hi, wt b〉+ 1} (αi, αi) > (wt b, wt b)

となって最大値を取っていることと矛盾する. よって ẽib = 0である. 同様に 〈hi, wt b〉 ≤ 0の
ときは f̃ib = 0となる.
内積がワイル群の作用で不変であることに注意すると, Swbについても同様の主張が成立す

るので, bは extremalである.

定理 10.12 ([5, Prop. 9.3.2]). B(Ũq)の各連結成分上で (wt(•), wt(•))は上から有界である. し
たがって各連結成分は, extremalベクトルを含む.

10.3. Extremal ウェイト加群. 柏原は, 支配的とは限らない λ ∈ P に対して, ウェイト λの
extremalベクトルを持つ ‘普遍的な’表現 V (λ) を構成した. つまり V (λ)は, Uqaλの商であっ
て, 可積分であるという条件と, aλ(の像)が, extremalであるという条件を課したものである.
さらに, V (λ)は, Uqaλの標準基底を落とした標準基底を持つことを示した.
今まで可積分条件について述べていなかったが, sl2の表現論により(10.3)から, 次が従う:{

f
〈hi,wλ〉+1
i Twv = 0 〈hi, wλ〉 ≥ 0のとき

e
〈hi,wλ〉+1
i Twv = 0 〈hi, wλ〉 ≤ 0のとき

(10.13)

あとですぐに見るように,この条件 (w = 1のときのみで十分である)は逆に可積分性を導く. す
なわち, (10.3)と, この条件(10.13)が V (λ)を定義する条件である. λが支配的なときは, V (λ)
は最高ウェイト加群に他ならない. したがって, 記号に混乱はない.

aλの像が extremalであるという条件を標準基底の言葉で書き表すことができれば, Uqaλの
標準基底が, V (λ)に落ちる. 以下, これを確かめる. 天下り的であるが,

B(λ)
def.
= {b ∈ B(Uqaλ) | b∗は extremal}

Iλ
def.
=

⊕

b/∈B(λ)

Q(q)b ⊂ Uqaλ

とおく. 定理 9.5のあとに注意したことによって, B(Uqaλ)は normalな結晶であって, ワイル
群の作用が定義できることに注意しよう. したがって b∗ が extremalというのは, 意味をもっ
ているわけである.

定理 10.14. (1)(普遍性) vを可積分表現Mのウェイト λをもつ extremalなベクトルとすると
き,表現の準同型 V (λ) → Mで, vλを vに写すものが存在する.

(2) V (λ) = Uqaλ/Iλであり, ウェイト λの extremal ベクトル vλは, aλの像である.
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(3) V (λ)は, B(λ)を大域結晶基底として持つ.

(4) 任意のw ∈ Wに対して, 表現の同型 V (λ)
∼=−→ V (wλ)であって vλを Sw−1vswλに送るもの

が存在する.

(5) 任意の w ∈ W に対して S∗wは, 結晶の同型 B(λ)
∼=−→ B(wλ)を与える.

証明. 証明の途中では, 最高/最低ウェイト加群を用いるので, 普遍性で定義される加群をE(λ)
で表わすことにし , 最高/最低ウェイト表現は V (λ)であらわすことにする. また, aλのE(λ)に
おける像は eλ と表わす.

基本ウェイト Λi (〈hi, Λj〉 = δij)を取り, λ±
def.
=

∑
i∈I max(0,±〈hi, λ〉)Λi ∈ P+ とおき, λ =

λ+− λ− と分解する. このとき, V (λ+)⊗ V (−λ−)を考える. vλ+ ⊗ v−λ−が満たす定義関係式は

e
1+〈hi,λ−〉
i (vλ+ ⊗ v−λ−) = 0 = f

1+〈hi,λ+〉
i (vλ+ ⊗ v−λ−) for all i ∈ I

である. この条件は, (10.3)と(10.13)の w = 1 と同値である. したがって, E(λ)は V (λ+) ⊗
V (−λ−)の商である.
また, B(Uqaλ)は射影UqaλV (λ+)⊗ V (−λ−)と compatibleであって, V (λ+)⊗ V (−λ−)上の
標準基底を誘導した. b = b1⊗aλ⊗ b2 ∈ B(Uqaλ)が 0に落ちない条件(9.7)を書き換えてみると,

b = b1 ⊗ tλ ⊗ b2 6= 0 in V (λ+)⊗ V (−λ−)

⇐⇒ ∀i ε∗i (b1) ≤ 〈hi, λ+〉かつ ϕ∗i (b2) ≤ −〈hi, λ−〉
⇐⇒ ∀i ε∗i (b) ≤ 〈hi, λ+〉 = max(0, 〈hi, λ〉) (補題 9.10より)

⇐⇒ ∀i ε∗i (b) = max(0, 〈hi, λ〉) (ϕ∗i (b) ≥ 0より)

(10.15)

である. これは, (10.9)の w = eの場合の条件に他ならない.

次に i ∈ Iを取る. n
def.
= 〈hi, λ〉 ≥ 0であると仮定し , 次の図式を考える:

Uqaλ−−→Uqasiλ
projection−−−−−→V ((siλ)+)⊗ V (−(siλ)−)

xaλ 7−−→xe
(n)
i asiλ 7−−−→xe

(n)
i v(siλ)+ ⊗ v(siλ)− = xSi

(
v(siλ)+ ⊗ v−(siλ)−

)(10.16)

補題 10.5の証明で見たように

Tieλ = (−qi)
nf

(n)
i eλ

が成り立つことと, 上の図式で f
(n)
i aλが, v(siλ)+ ⊗ v(siλ)−に移されることに注意すると, (10.3)

と(10.13)の w = siの条件は, E(λ)への射影が上の図式の V ((siλ)+) ⊗ V ((siλ)−)を通ること
と同値である.

(10.16)において, e
(n)
i の右からの掛け算が行われているので, B(Ũq)の標準基底がB((siλ)+)⊗

B(−(siλ)−)t {0}に落ちることは明らかでない. これを示そう. b ∈ B(Uqaλ)とすると, 標準基
底に関する性質 ([5, Prop. 6.4.3]参照. 似た性質は, 定理 7.12 でも見た.)

b · e(n)
i =

[
ϕ∗i (b) + n

n

]

i

ẽ∗ni b +
∑

b′:ϕ∗i (b′)>ϕ∗i (b)+n

ab′b
′(10.17)

が成立する. (10.15)を λを siλに置き換えてみると, b′が V ((siλ)+)⊗ V ((siλ)−)におちて 0に
ならない条件は, ε∗j(b

′) = max(0, 〈hj, siλ〉) であり, j = i, n = 〈hi, λ〉 ≥ 0としてみると,

ε∗i (b
′) = 0 ⇐⇒ ϕ∗i (b

′) = n

となる. したがって, (10.17)の右辺の
∑
の各項は, 0に落ちる. 第一項についても ϕ∗i (b) = 0で

なければ, 落ちてしまう. したがって, (10.16)において, B(Uqaλ)は, V ((siλ)+ ⊗ V ((siλ)−)の
標準基底 (の部分集合)に落ちる.
これを繰り返せば, 一般のw ∈ Wについて(10.3)と(10.13)が成立することは, Uqaλ → E(λ)

が

Uqaλ 3 x 7−→ xS−1
w (v(wλ)+ ⊗ v−(wλ)−) ∈ V ((wλ)+)⊗ V (−(wλ)−)
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を通ることと同値であり,しかも B(Uqaλ)の標準基底で ε∗i (S
∗
wb) = max(0, 〈hi, wλ〉), すなわち

b∗が extremalであるものが, E(λ)の標準基底を与える.
また, 以上の議論から (4),(5)もただちに従う.
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Part 2.

11. アファイン・リー環 – 覚え書き

アファイン・リー環に関する標準的な教科書は
[Kacの教科書] V.G. Kac, Infinite dimensional Lie algebras (3rd Ed.), Cambridge Univ. Press 1990.

である. ただし , 記号等は [BN]に従う. これは [6]に従っている.

type affine Dynkin graph entries of δ entries of c

A
(1)
n (n ≥ 1) •�◦�◦

−· · ·−◦
−· · ·−◦

�
�◦ 1

�1
�1
−· · ·−1

−· · ·−1

�
�1 1

�1
�1
−· · ·−1

−· · ·−1

�
�1

B
(1)
n (n ≥ 3) �•

�◦◦−◦−· · ·−◦⇒◦
�1
�

1
2−2−···−2⇒2

�1
�

1
2−2−···−2⇒1

C
(1)
n (n ≥ 2) •⇒◦−· · ·−◦⇐◦ 1⇒2−···−2⇐1 1⇒1−···−1⇐1

D
(1)
n (n ≥ 4) �•

�◦◦−◦−· · ·−◦
�◦
�◦

�1
�

1
2−2−···−2�

1

�
1

�1
�

1
2−2−···−2�

1

�
1

E
(1)
6 ◦−◦−◦|

◦|
•
−◦−◦ 1−2−3|

2
|1

−2−1 1−2−3|
2
|1

−2−1

E
(1)
7 •−◦−◦−◦|

◦
−◦−◦−◦ 1−2−3−4|

2

−3−2−1 1−2−3−4|
2

−3−2−1

E
(1)
8 •−◦−◦−◦−◦−◦|

◦
−◦−◦ 1−2−3−4−5−6|

3

−4−2 1−2−3−4−5−6|
3

−4−2
F

(1)
4 •−◦−◦⇒◦−◦ 1−2−3⇒4−2 1−2−3⇒2−1

G
(1)
2 •−◦V◦ 1−2V3 1−2V1

この講義では, untwisted アファイン・リー環 (X
(1)
n 型) のみを扱う. しかし, すべての結果は, twisted の場合にも拡張さ

れる. もう少し厳密にいうと, A
(2)
2n 型のときだけは, [Kacの教科書]とは逆に, 頂点 0 を長いルートの方に取る必要がある.

まず
• g0 : (有限次元)複素単純リー環 (ABCDEFG型)
• ( , ) : 正規化された非退化対称不変二次形式 (long rootの長さ=

√
2)

とする.
アファイン・リー環 gには二つの表示式がある.

(1) カッツ・ムーディー・リー環としての表示式
(2) ループ・リー環の中心拡大としての表示式
二つの表示式が同型なリー環を与えることは, 非自明な事実である.
まず (2)ループ・リー環の中心拡大としての表示式を与える:

• Lg0 = g0 ⊗C C[t, t−1]
• g′ = Lg0 ⊕ Cc

– cは中心
– [X ⊗ tm, Y ⊗ tn] = [X,Y ]⊗ tm+n + mδm+n,0(X, Y )c

• g = g′ ⊕ Cd (dは次数作用素)
– [d,X ⊗ tm] = mX ⊗ tm

g′ と gの二通りのアファイン・リー環の違いは, 最初は分かりにくいと思う. 表現を考えると, 違いが分かってくるので,

そのときまで待ってほしい. 今のところは, すぐ下で見るように, ルートをきちんと定めるために, カルタン部分環を膨らませ

ているのだ, と思っていれば十分である.

g0 = h0 ⊕
⊕

α∈∆0
(g0)αをルート空間分解とすると

g =

(
h0 ⊕ Cc⊕ Cd

)

︸ ︷︷ ︸
= hとおく

⊕
( ⊕

α∈∆0
m∈Z

(g0)α ⊗ tm

)
⊕

( ⊕

m∈Z\{0}
h0 ⊗ tm

)

という分解を持つ. アファイン・リー環 gのカルタン部分環を h = h0⊕Cc⊕Cdによって定義
すると, 後ろの二項は対応するルート空間となる. ルートは, それぞれ α + mδ, mδである. こ
こで δ ∈ h∗は
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• 〈δ, d〉 = 1
• 〈δ, h0 ⊕ Cc〉 = 0

によって定義される. また α ∈ ∆0は, c, dに対しては 0とおいて, h∗の元と思うことにする.
このようにアファイン・リー環のルートの集合 ∆は

∆ = {α + mδ | α ∈ ∆0,m ∈ Z} t {mδ | m ∈ Z \ {0}}
と二つのタイプに分かれる. 前者を実ルート , 後者を虚ルートという. 前者の重複度は 1, 後者
は #I次元である.
人工的であるが, ∆+

0 を g0の正ルートの集合のしたときに, gの正ルートの集合 ∆+ を

∆+ = {α + mδ | α ∈ ∆+
0 , m ∈ Z≥0} t {α + mδ | α ∈ −∆+

0 ,m ∈ Z>0} t Z>0δ

によって定義する. ∆ = ∆+ t −∆+が成り立っていることに注意しよう.
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次に (1) カッツ・ムーディー・リー環としての表示式を考える.
正ルートを定義したので, 単純ルートは自然に定まる:

• αi : g0の単純ルート
• α0

def.
= δ − θ : θは g0の最高ルート

となる. g0の単純ルートの添字集合を I0とし , gの単純ルートの添字集合を I = I0 t {0}とす
る. このとき

δ =
∑
i∈I

aiαi

で aiを定義する. 具体的な値は図 11の二列目に与えられている.
アファイン・リー環にカルタン・データを定義するためには, h∗上に (しかるべき有理性を
満たす)内積 ( , )を定める必要があった. これは, W -不変であって

(δ, λ) = 〈c, λ〉
を満たすもの, として定義される. (uniqueに決定される.)
有限次元リー環 g0 のカルタン部分環 h0 の上の内積は, Killing formの制限として (自然に) 定義される. これを今までの通り正規化す

る. h 上の内積 ( , )に (天下り的に)

(c, hi) = 0 (i ∈ I0), (c, c) = 0, (c, d) = 1,

(d, hi) = 0 (i ∈ I0), (d, d) = 0

で拡張する.

この内積は非退化であるから, 同型 ν : h → h∗を誘導する. このとき次が成立する:

ν(hi) = α∨i
def.
=

2αi

(αi, αi)
, ν(c) = δ,

Λ0
def.
= ν(d), 〈Λ0, hi〉 = 0 (i ∈ I0), 〈Λ0, c〉 = 1, 〈Λ0, d〉 = 0

h0は定義されていなかったが, 上の式により α∨0 を ν−1で写して定義する. このとき

c =
∑
i∈I

a∨i hi

で a∨i を定義する. 具体的な値は図 11の三列目に与えられている. すると

(αi, αi) =
2a∨i
ai

が成立し , 表を見ると 1, 1/2, 1/3のいずれかの値を取ることが分かる. これに応じて, 量子展
開環の定義に使われた dは 1, 2, 3のいずれかにすればよい.
アファイン型のカルタン・データにより, カッツ・ムーディー・リー環が定義される:

• [h, h′] = 0 (h, h′ ∈ h)
• [ei, fj] = δijhi

• [h, ei] = 〈αi, h〉ei, [h, fi] = −〈αi, h〉fi

• Serre relation (ad ei)
1−aijej = 0, (ad fi)

1−aijfj = 0 (i 6= j)

あとのために記号を導入しておく. n+ を ei で生成される部分リー環, n−を fiで生成される
部分リー環とする. 次の三角分解が成立する:

g = n− ⊕ h⊕ n+

定理 11.1 (Kac,Moody). 上のリー環と gは次の対応によって同型になる:

ei ↔ ei, fi ↔ fi (i ∈ I0), h は共通,

e0 ↔ E0 ⊗ t, f0 ↔ F0 ⊗ t−1

ただし, E0はルート空間 (g0)−θに属するベクトルで, F0は ω0をシュバレー対合としたときに
F0 = −ω0(E0)であり, さらに (E0, F0) = 1と正規化しておく.
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次にワイル群の記述を行う. 各 i ∈ Iに対して h∗の対合 siを si(λ) = λ − 〈λ, hi〉αi によっ
て定義し , 〈si〉i∈I で生成される GL(h∗)の部分群をワイル群といい, W で表わす. (すでに何
度も出てきた.) 有限次元リー環 g0に対するワイル群W0の定義と全く同じである. このとき
∆0 =

⋃
i∈I0

W0αiとなることがよく知られているが, アファイン・リー環に対しては

∆re =
⋃
i∈I

Wαi

と実ルートしか現れない. 実際, 定義から Wδ = δであるので, 虚ルートは現れようがない. こ
の事実のために, 虚ルート・ベクトルを人工的に定める必要が生じる.

次にW とW0の関係を述べる. そのためにカルタン部分環の双対 h∗, h∗0の間に

cl : h∗0 def.
= {λ ∈ h∗ | 〈λ, c〉 = 0} → h∗0

を cl(αi) = αi (i ∈ I0), cl(δ) = 0 によって定義する. clは同型 h∗0/Cδ
∼=−→ h∗0 を誘導する. ワイ

ル群W の作用で, h∗0は保たれる. また δがWで固定される. したがって群の準同型W → W0

が誘導される. 定義から si (i ∈ I0)は siに写されるので, 全射である. さらに群の完全系列

1 −−−→ Q∨
cl

def.
=

⊕
i∈I0

Zα∨i
t−−−→ W −−−→ W0 −−−→ 1

が存在することが知られている. ここで Q∨
cl

t−→W は, t : h∗0/Cδ → GL(h∗)

t(ξ)(λ) = λ + (λ, δ)ξ −
{

(λ, ξ) +
(ξ, ξ)

2
(λ, δ)

}
δ

の制限で与えられる. Q∨clは, 有限次元リー環 g0 のラングランズ双対 (すなわちカルタン行列を転置行列でおきかえた

リー環)のルート格子である. Q∨
clが出てくることは, たとえば, 次の公式を見ると自然に思えてくる:

sαi−nδsαi
= t(nα∨i ).

また, λ ∈ h∗0と制限すると, 上の公式は

t(ξ)(λ) = λ− (λ, ξ)δ(11.2)

と簡潔になることに注意しよう.
あとのために拡大ワイル群 W̃ を定義する. まず

P∨
cl

def.
= {λ mod Cδ ∈ h∗0/Cδ | (λ, αi) = 〈αi, ν(λ)〉 ∈ Z ∀i ∈ I0}

とおく. これは有限次元リー環 g0 のラングランズ双対のウェイト格子であって, P∨cl ⊃ Q∨clとなっていることに注意しよう.

そこで W̃
def.
= P∨

cl oW0によって定義する. このとき T def.
= {g ∈ W̃ | g(∆+) = ∆+}とおくと,

W̃ = T nW となる. T は, gのディンキン図式の自己同型群の部分群であり, ‘特別な’頂点の集合 {i ∈ I | ai = a∨i = 1}
に simply transitively に作用することが知られている.

カッツ・ムーディー・リー環を定義するためには, カルタン行列だけで十分であるが, 量子展
開環を定義するためには,ルート・データが必要であった. ここでは, 二つのバージョンを考え
る. 一つは Hom(P,Z) =

⊕
i∈I Zhi ⊕ Zdとするものである. これに対応する量子展開環は今ま

での通りUqで表わす. 一方, もう一つは, P 0
cl = cl(P ∩ h∗0)である. 対応する量子展開環をU′

q

で表わす. (こちらの方は, 中心 cが 0で働く表現が重要なので, h∗0 に制限したが, 柏原は単に
Pcl = cl(P )を取っている. いずれにせよ, 本質的な違いではない.)

注 11.3. [6], [BN]では, twistedなアファインの場合も扱ったために, di ∈ Z≥0という数字が現
れる. untwistedの場合は, di = 1なので, これは必要ないのだが, コピーの段階でまぎれこん
でいる可能性があるので注意すること.
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12. 量子アファイン展開環のPBW基底

12.1. 一般的な構成の方針. さて,いよいよ量子アファイン展開環の場合に PBW基底の定義を
行う. 有限次元リー環に対する PBW基底の構成を一般化するためには, 次の課題を克服する
必要がある:

• ワイル群は有限群でないので, 最長元は存在しない. 最長元の最短表示を, 何で置き換え
たらいいのか?

• 虚ルートに対するルート・ベクトルは組み紐群の作用では与えられないので,どう定義
したらいいのか?

この問題を考えるために, [Lusztigの教科書, §40]に従って, PBW基底の構成を少し一般的
な形にしておく. w ∈ W をワイル群の元とし w = si1si2 . . . simをその最短表示とする. この
とき

f
(c1)
i1

Ti1(f
(c2)
i2

) · · · (Ti1Ti2 · · ·Tim−1)(f
(cm)
im

)

という元で張られるU−
q の部分ベクトル空間を考える. これは∆+ ∩w−1(∆−)に現れる正ルー

トに対応したルート・ベクトルの積で現れる元である. 前の議論により
• 上の元たちは一次独立
• 部分空間はwのみに依存し ,最短表示の取り方には依存しない. そこで, U−

q (w)で表わす.
• U−

q (w)は, 積で閉じている. したがってU−
q の部分代数である. (補題 5.14参照)

• integral form AU
−
q (w)についても同様の主張が成立する.

したがって w として,どんどん長い元を取り, その極限を取るというのは自然な考えである.
そこで (両側に)無限に続く列 h = (. . . , i−2, i−1, i0, i1, . . . )で,どの一部分をとっても最短表示
になっているようなものを取る. さらに p ∈ Zを取って固定する. 以下の構成は, h, pに依存す
るが, それは notationに含めないこととする. そこで (c+p , c−p) ∈ ZZ≥0 = ZZ≤p

≥0 ×ZZ>p

≥0 に対して

L(c+p) = f
(cp)
ip

Tip(f
(cp−1)
ip−1

) · · ·
L(c−p) = · · ·T−1

ip+1
(f

(cp+2)
ip+2

)f
(cp+1)
ip+1

を考える. 前者は, w = sipsip−1sip−2 · · · に対応する U−
q (w) の極限の基底である. U−

q (+p)と表
わそう. 同様に後者の定める部分代数をU−

q (−p)で表わす. 前者は, T−1
ip

, T−1
ip−1
を順番にかけて

いくと,やがてU−
q から出ていってしまうような元からなり, 後者は,この操作では,ずっとU−

q

に入ったままである. 一方, Tip+1 , Tip+2を掛けていくと, 出ていくものと保たれるものの役割が
変わる. したがって, 次の部分代数

U−
q (0p)

def.
= U−

q ∩
(
Tip(U

−
q ) ∩ TipTip−1(U

−
q ) ∩ · · · ) ∩ (

T−1
ip+1

(U−
q ) ∩ T−1

ip+1
T−1

ip+2
(U−

q ) ∩ · · · )

の元はでてこない. 内積に関する直交性により

U−
q (+p)⊗U−

q (0p)⊗U−
q (−p) → U−

q

が単射であることが分かるが, たとえば全射であるかどうかも一般には分からない.
無限列 hをどう取るかが問題になるが, おそらくは
• ある元w ∈ W で l(wn) = nl(w)となるようなものを取り, wの最短表示を周期的に延ば
して hを作る,

というのは最低限の要請であろう. そうすれば, なんらかの意味で構成に ‘周期性’が期待でき
る. さらに, そのような wとしては

• できるだけ ‘小さく’ (一つの周期ができるだけ短く),
• できるだけ多くの正ルートが ⋃

n∈Z∆+ ∩ wn(∆−)に現れる,

ように取った方が, よいであろう.
今までのところ二つの構成が知られている:
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• [BN]で使われたもの ([2]に最初に出たもの)
wとして, P∨

cl の基本コウェイト $̃i (i ∈ I0)の和

ξ = $̃1 + $̃2 + · · ·+ $̃n ∈ P∨
cl

に対する t(ξ)を取る.
• アファイン箙の表現論から来るもの, i.e., コクセター変換 (各 i ∈ Iに対応する単純鏡映
の一個づつの積)

このとき,まずは対応するルートが何になるかワイル群を調べると, [BN]では, U−
q (+) (p = 0

のとき)に対応するのが, {α+mδ | α ∈ ∆+
0 ,m ∈ Z≥0}, U−

q (−)が {α+mδ | α ∈ −∆+
0 ,m ∈ Z>0}

となることは, (11.2)からただちに分かる. したがって, U−
q (0)は虚ルートのルート・ベクトル

をつくればいいことが分かる. ただし , 上の記号でU−
q (+p)等は, p = 0のときは単にU−

q (+)等
で表わすものとした.
一方, 箙の表現論では, U−

q (+)に対応するのが, いわゆる preprojective な表現で, U−
q (−)に

対応するのが preinjectiveな表現である. これは, g 6= ŝl2のときは, 上のルートの二つの種類
への分解とは一致しない!! 実際, 虚ルートの他に, コクセター変換 w で w(α) 6= αであるが,
wp(α) = α (p > 1)と,なるようなルートが (有限個)存在し , それに対応して表現の ‘tube’がで
きる. そこに属する表現は, 巡回箙の巾零表現のアーベル圏と同型になる. したがって, U−

q (0)
の構造は, 上の場合とはかなり違っている.

12.2. 虚ルートベクトル. P∨
cl の基本コウェイト $̃i (i ∈ I0)の和

ξ = $̃1 + $̃2 + · · ·+ $̃n ∈ P∨
cl

を取る. ξは W̃ の元で, 一般には W に入っているとは限らない. (例えば ŝl2のときは, s0s1 =
t(2ξ)となる) t(ξ)をW とディンキン図式の自己同型の部分に分け,

t(ξ) = si1si2 · · · siN τ

とする. そこで ik+N = τ(ik)となるように両側に無限に延ばす.
そこで L(c+p), L(c−p)を上のように定義する. p = 0のときに, 正ルート βに対応するルー

ト・ベクトルを Fβで表わすことにする.
重要なのは,ルートベクトル Fkδ±αi

で, qs = 1の古典極限では ei ⊗ tk, fi ⊗ tkに対応する. こ
れは, 次の簡潔な表示を持つ ([2]):

Fkδ+αi
= T ke$i

(fi), Fkδ−αi
= TiT

−ke$i
(fi)(12.1)

あとの式は, 一見, Tiという正べきが入っていて変に見えるが, t($̃i)の最短表示が siで終わっ
ていることから, T−ke$i

の最初の部分と, Tiがキャンセルして, うまく行っている. これらのベク
トルが, いわゆるDrinfeld生成元であり, これらを用いて, Uqをループ・リー環的に表示する
ことができる. (Drinfeld表示. [2]参照)
古典極限からも想像できる通り, 次の補題は, いろいろな計算で大切な役割を果たす.

補題 12.2. f1 7→ fi, f0 7→ Fδ−αi
は, 埋め込み写像U−

qi
(ŝl2) → U−

q を与える.

g = A
(2)
2n のときは,この補題が成立しない. この場合は A

(2)
2 の埋め込みを作り, A

(2)
2 について

いろいろと計算する必要が生じる. 幸なことに, [1]に詳細な計算がある.
虚ルートに対するルートベクトルは, 手で構成する.

ψ̃i,k
def.
= Fkδ−αi

fi − q2
i fiFkδ−αi

これをウェイト −kδを持ち, q = 1の古典極限では hi⊗ tkに対応するルート・ベクトルである.

補題 12.3. ψ̃i,kたちは互いに可換である.

標準基底は, 概正規直交基底であるべきで, ψ̃i,kの巾ではこの性質が期待できない. そこで,

まず r(ψ̃i,k)の計算を行い, それが対称多項式に自然に定義される余積とよく似ていることを観
察して,シューア多項式に対応するベクトルを構成する,という筋道を取る. この辺りの計算に
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は多くの研究があったが, 私自身は表面的にしかフォローしていないので, 天下り的に定義を
与える. まず P̃i,kを

P̃i,k =
1

[k]i

k∑
s=1

qs−k
i ψ̃i,sP̃i,k−s

によって帰納的に定義する. さらに, P̃i,kを初等対称関数として, determinant formulaを用い
てシューア多項式に対応するベクトルを定義し , Si,Y とする. ただし , Y はヤング図形, すなわ
ち分割である. そして分割の組 c0 = (Y i)i∈I0に対して

Sc0 =
∏
i∈I0

Si,Y i

と定義する. そして

L(c, p) = L(c+p)× (Tip+1Tip+2 . . . Ti0)(Sc0)× L(c−p)

と定義する. p = 0の場合が一番基本的であり, 今後は,その場合しか使わないので単に L(c)と
表わすが, いろいろな性質の証明には, すべての pを同時に取り扱う必要がある. 実際, pを一
つずらすことが, gが有限型のときの h = (i1, . . . , iν)から h′ = (i2, i3, . . . , iν , ι(i1))への移行に
対応する. (定理 7.1の証明参照のこと)したがって Sc0だけでなく, その組み紐群作用素によ
る振る舞いも理解する必要がでてくることに注意する. これは, 雑にいえば Sc0が extremalベ
クトルである, と見抜くことに対応する.

cに対する順序≺pを次で定義する.

c ≺p c′ ⇐⇒ c+p ≤ c′+p
と c−p ≤ c′−p

が成り立ち, 少なくとも一方の≤が <で成り立つ.

ここで ≤は左から読む辞書式順序である. c0の部分は, 順序には関係していないことに注意す
る. たとえば, c0よりも大きいということは, c′±pのいずれかが 0でない, ということを意味す
る. ウェイトまで考えれば, 両方ともに 0ではないということも分かるが..
計算で示されている事実を書く:

定理 12.4. (1) L(c, p) ∈ AU
−
q である.

(2) (L(c, p), L(d, p)) ≡ δc,d mod qsA0が成り立つ. 特に, {L(c, p) | c} は一次独立である.
次元を比べると, U−

q のQ(qs)-ベクトル空間としての基底である.
特に, 各 cに対応して標準基底の元 b(c, p)が存在して次が成立する.

L(c, p) ≡ ±b(c, p) mod qsL(∞)

(3) g = A(1), D(1), E(1) or A
(2)
2 のときは, {L(c, p)}は, AU

−
q のA-基底である.

(2)で, 標準基底のパラメトリゼーションが与えられた. これを次の節で extremal ウェイト
加群の構造の決定に使い, またそれを用いて符号の umbiguity を消す.
また Sc0に関する性質は, 他の部分とは別途調べる必要が出てくる. そのためには次を使う.

補題 12.5.

P̃i,k = F
(k)
δ−αi

f
(k)
i +

∑
c

acL(c, 0)

で ac は, qsA ∩ A0 = qsZ[qs]に入り, また, ac 6= 0となる cは, 0 ≺0 cを満たす. つまり,

(c+, c0, c−)と分けると, c+, c−は共に 0でない. さらに Sc0に現れる P̃i,tは, 0 < t < kを満
たす.

これを用いると, 次の手順で {L(c, p)}に関する bar involution の表現行列の上三角性が
証明できる.

(1) 実ルート L(c±p)の部分の上三角性を示す. 有限型のときと全く同じ .

(2) P̃i,k = Pi,k +
∑

0≺0c
acL(c, 0)を上の補題と (1)によって示す.
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(3) Sc0に関する上三角性を示す. (2)と実ルートベクトルの交換関係.
(4) 一般の場合. (3)が分かれば, 残りは有限型のときと同じ .

これと定理 12.4(3)によって, g = A(1), D(1), E(1) or A
(2)
2 のときは, {L(c, p)} から出発して,

標準基底を (柏原の理論を用いることなく)符号の umbiguityを除いて定義することができる.
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13. レベル 0基本表現

13.1. レベル 0表現についての凸性. 各 i ∈ I0に対してレベル 0基本ウェイト $iを

$i = Λi − a∨i Λ0

によって定義する. a0 = 1であるから 〈$i, c〉 = a∨i − a∨i a0 = 0 と確かにレベルは 0である.
以下ではワイル群の変換により, 次の条件を満たすレベル 0ウェイト λに対応する extremal

weight 表現を調べる:

λ =
∑
i0

λi$i, λi ∈ Z≥0.

$iを g0の基本ウェイトと同一視すれば, 通常の支配的なウェイトの条件に他ならない. この条
件を,レベル 0支配的という.

定理 13.1 ([6, Th. 5.1]). V (λ)をレベル 0 extremalウェイト加群とする.
(1) V (λ)の extremalベクトルのウェイト µ は, cl(µ) ∈ cl(Wλ) = W0cl(λ)を満たす.
(2) V (λ)のウェイトは, Wλの凸包に含まれる.

(2)は, (1)が示されれば, B(λ)の任意の連結成分が extremalベクトルを含むこと (定理 10.12)
から従う.
以下の証明は, PBW基底を使うもので, より強く次を証明する.

定理 13.2. V (λ)の extremalベクトルは, ある c0によって, ±Sc0vλをワイル群の作用で動かし
たものと書ける.

まだ符号の umbiguityが残っていたのだが, 以下の証明では ±を省くこととする.

証明. B(λ)を B(Uqaλ)の部分集合と見なし , B(Uqaλ)の元 b で, extremal かつ b∗が extremal
な元を決定する. まず, 主張は bをワイル群の作用 Sw, S∗w で動かして cl(wt(b)) = cl(λ)を示せ
ばよいことに注意する.

b = b1 ⊗ tλ ⊗ b2とする. f̃max
i についての性質(10.10)により, b2 = u−∞と仮定してよい.

次にワイル群の元 w によって, w wt b = w(λ + wt b1)をレベル 0支配的になるようにする.
[AK, Lem. 1.4]によって, w = sj`

· · · sj1 を, 〈hjk
, sjk−1

· · · sj1λ〉 > 0 となるように取ることがで
きる. このとき, テンソル積の規則によって Swbは, b1 ⊗ tλ ⊗ u−∞の形のままである.
この仮定のもとで, あとは, b1 ∈ B(∞)を決定すればよい.
PBW基底を用いて b1 ≡ L(c, 0) = L(c+)Sc0L(c−) mod qsL(∞)と表わす. bが extremalで

あることと, テンソル積の規則から,

max(0,−〈hi, wt b〉) = εi(b) = max(εi(b1),−〈hi, λ + wt b1〉)
が成り立つ.

i 6= 0と取る. wt bがレベル 0支配的であったから, 〈hi, λ〉 ≥ 0であるから, εi(b) = 0である.

L(c+) = f
(c0)
i0

Ti0(f
(c−1)
i−1

) · · ·
で, Uq(+)に出てくるルート・ベクトルのルートが {α + mδ | α ∈ ∆+

0 ,m ≥ 0}であったことを
思い出すと, i0 6= 0であり, 0 = εi0(b1) = c0 が従う.

次に Si0b = b′1 ⊗ tλ ⊗ u−∞ を考え, b′1 ≡ T−1
i0

L(c+) = f
(c−1)
i−1

· · · に注意する. このとき

〈hi−1 , wt(Si0b)〉 = 〈si0hi−1 , λ + wt b1〉 ≥ 0

に気をつけて, ẽi−1(b
′
1) = 0から c−1 = 0を得る. 以下, この繰り返しで, c+ = 0でなければな

らないことが従う.
次に b∗が extremalであることを用いる. wt b∗ = −λに注意して, λがレベル 0支配的であっ

たことを使いながら上と同様の議論を繰り返すと, c− = 0が従う. したがって b1 ≡ Sc0であり,
wt b1 ∈ Zδであるから結論が従う.
以下は間違い.
bが extremalであることと, テンソル積の規則から,

max(0,−〈hi, λ〉) = εi(b) = max(εi(b1),−〈hi, λ + wt(b)〉)
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が成り立つ.
i 6= 0とする. λの取り方から, 〈hi, λ〉 ≥ 0 で, εi(b) = 0である.

L(c+) = f
(c0)
i0

Ti0 (f
(c−1)

i−1
) · · ·

で, Uq(+)に出てくるルート・ベクトルのルートが {α+mδ | α ∈ ∆+
0 , m ≥ 0}であったことを思い出すと, i0 6= 0であり, 0 = εi0 (b1) = c0

が従う.

次に Si0b = b′1 ⊗ tλ ⊗ u−∞ を考え, b′1 ≡ T−1
i0

L(c+) = f
(c−1)

i−1
· · · に注意する. このとき

〈hi−1 , wt(Si0b)〉 = 〈si0hi−1 , λ〉 ≥ 0

に気をつけて, eei−1 (b′1) = 0から c−1 = 0を得る. 以下, この繰り返しで, c+ = 0でなければならないことが従う.

また, ∗を取って同様に考えると, c− = 0が従う. したがって b1 ≡ Sc0 であり, wt b1 ∈ Zδ であるから結論が従う.

上の証明では, b1 ≡ Sc0が, ある c0について成り立つことまでしか分からないので, c0とし
ては,どのようなものがありうるかを決定するという問題が残っている. 以下これを, 段階的に
調べていく.

補題 13.3. λはレベル 0支配的とする.
(1) P̃i,kvλ = F

(k)
δ−αi

f
(k)
i vλ であり, さらに k > λi であれば, 右辺は 0である.

(2) Sc0vλ =
∏

i∈I0
Si,Y ivλ が 0でないとすると, ヤング図式 Y iの行の数は λi以下である.

証明. (2)は, (1)から直ちに従う.
(1)を示そう. 補題 12.5により

P̃i,kvλ = F
(k)
δ−αi

f
(k)
i vλ +

∑
acL(c, 0)vλ

であるが,
∑
に現れる cについては, c− 6= 0であり, U−

q (−)に出てくるルート・ベクトルの
ルートが −∆+

0 +Z>0δであったことに注意すると, cl wt(L(c−)vλ)は, cl(λ)−Q+
clから外に出て

しまう. したがって定理 13.1により, L(c−)vλ = 0である. 第一の主張が示された.
また, 可積分性から fλi+1

i vλ = 0 となるので, k > λiであれば, 右辺は 0である.

ここで, ヤング図式の条件を言い換えておこう. ヤング図形と一般線型群の既約表現の対応
を思い出すと, 行の数が λi以下であるということは, GLλi(C)の (polynomial)既約表現と対応
する. よって, c0 = (Y i)i∈I0で, 各 Y iの行が λi以下のものは,

Gλ
def.
=

∏
i∈I0

GLλi(C)

の polynomial既約表現と一対一対応する.
ここで V (λ)の箙多様体による幾何学的な構成の関係を指摘しておこう. (この事実は, 以下に述べる V (λ)の構造定理に依

存しているので, 証明の途中で使うわけにはいかない.)

• レベル 0支配的なウェイト λに対して, (有限型の)箙多様体 L(λ)が定義される. (λに対応する有限次元複素リー環
g0 の既約表現のウェイト µに対して, L(µ, λ)が定義され, その disjoint union

F
µ L(µ, λ)が L(λ)である.

• Gλ を上の式で定めると, Gλが L(λ)に作用する.
• extremalベクトルに対応するウェイト µ ∈ W0cl(λ)については, 対応する箙多様体 L(µ, λ)は一点からなる.
• Gλ-同変な連接層のなすグロタンディエク群KGλ(L(λ))の上に, 合成積をもちいてUq の表現を構成できる. これは,

Gλ の表現環 R(Gλ)の moduleの構造をもっている.
• extremalベクトルに対応するウェイト µ ∈ W0cl(λ)については, KGλ(L(µ, λ)) ∼= R(Gλ)
• AV (λ) ∼= KGλ(L(λ))
• bar involution は, ほぼ Grothendieck-Serre dualityに対応するが, 補正が必要である. この補正は, 有限型でない箙
多様体 (例えばトロイダル代数に対応するアファイン型箙多様体)では定義できない.

• V (λ)が標準基底を持つことは, 幾何学的には全く自明でない. その元が, 幾何学的にどのような性質を持つのか理解
することは, 重要な課題である.

次に kとして, 最大に大きくなりうる k = λiのときを考察する. これは, GLλi(C)の表現で
いうと, 行列式表現に対応する. 1次元表現であって, ‘簡単’な表現なので, 虚ルートの方でも
簡単であることが期待される. 実際, 次が成り立つ.

補題 13.4. t(α∨i ) = sαi−δsαi
について

P̃i,λi
vλ = F

(λi)
δ−αi

f
(λi)
i vλ = St(α∨i )vλ

が成り立つ.
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証明. 第一の等号は, 先の補題から従う.
第二の等号は, 計算で示す.

まず(12.1)から F
(λi)
δ−αi

= TiT
−1e$i

(fi)に注意する. TiT
−1e$i

= T−1e$′
i
と表わすことにすると, F

(λi)
δ−αi

=

T−1e$′
i
(f

(λi)
i )となる. 次に, f

(λi)
i vλ = Sivλに注意する. したがって,

F
(λi)
δ−αi

f
(λi)
i vλ = T−1e$′

i
(f

(λi)
i ) · Sivλ = T−1e$′

i
(f

(λi)
i Te$′

i
Sivλ) = T−1e$′

i
(SiTe$′

i
Sivλ)

あとは, ワイル群での計算と, Twと Swの違いをきちんと計算することである. (補題 10.5)

この式より P̃i,λi
vλは, 標準基底に入っている. したがって, λiは勝手な自然数に取ってよい

から, PBW基底の元のうち, P̃i,k については, 符号の umbiguityは消えて, すべて +であるこ
とが示された !!

13.2. レベル 0基本表現. 以下, λ = $iのときを考察する. このときGλ = C∗であり, polynomial
表現とは, 単に t 7→ tn (n ≥ 0)に他ならない.

定理 13.5 ([6, Th. 5.3]). V ($i)の extremalベクトルは, {Swv$i
| w ∈ W} からなる. 特に,

B($i)は連結である.

証明. 定理 13.2の証明と同様にして, b = b1 ⊗ t$i
⊗ b2で, extremalかつ ∗-extremalなものを

決定する. また, 証明により b1 ≡ Sc0と仮定して構わない. また, 補題 13.3により, Sc0は Pj,k

(j 6= i)や Pi,k (k ≥ 2)を含んではいけない. すなわち Sc0 は, P̃i,1の巾である:

Sc0v$i
=

{
P n

i,1v$i
= St(nα∨i )v$i

Y iが横一列に n個の箱で, その他の Y jは空のとき
0 その他の場合

また, 場合わけの上の場合には 0でないことも分かったことを注意しておこう.
後半の主張については, extremalベクトルについて, Swが結晶の柏原作用素で実現されてい

たことを思い出せばよい. (定義 10.7のあとの注意)

系 13.6. V ($i)$i
は 1次元である.

証明. 凸性から, ウェイト $iを持つベクトルは自動的に extremalになる. よって Swv$i
とい

う形をしている. w$i = $iでなければいけないが, このとき Swv$i
= v$i

が証明できる. ([6,
Lem. 5.7])

次に, St(α∨i )を, extremalウェイト加群のワイル群対称性 (定理 10.14)の立場から理解する.
まず,

wt(St(α∨i )v$i
) = t(α∨i )$i = $i + (α∨i , $i)δ = $i + δ

に注意する.
そこで extremalウェイト加群 V ($i)と V ($i + δ)を考える. 定理 10.14(4)により Uq の表現としての同型

V ($i) → V ($i + δ)

で, v$i を St(−α∨i )v$i+δ に送るものが存在する.

一方, $i も $i + δ も Zδ を法とすればウェイトは同じなので, U′
q の表現の同型

V ($i + diδ) → V ($i)

で, Swv$i+diδ を S−1
w v$i に送るものが存在することも分かる. この逆写像を上の同型と合成すると, V ($i) の U′

q の表現としての自己同

型で v$i を S−1
w v$i に送るものが構成される. これを z で表わす. z はウェイト diδ を持つ.

$iも$i + δも Zδを法とすればウェイトは同じなので, 次数作用素 qdをつぶしたU′
qの表現

としては, 準同型

V ($i) → V ($i)

で, v$i
を St(αi)v$i

に送るものが, 普遍性により存在する. しかも, 結晶のレベルで考えてみる
と, extremalベクトルが 0に送られていないことから,これは同型写像であることが従う. そこ
で, このU′

qの表現としての自己同型写像を zで表わす. zはウェイトを δずらす.

W ($i)
def.
= V ($i)/zと定義して,レベル 0基本表現という.
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定理 13.7 ([6, Th. 5.17]). (1) W ($i)は V ($i)のそれから誘導される標準基底を持つ. これを
B(W ($))で表わす.

(2) W ($i)は有限次元の既約なU′
qの表現である.

(3) V ($i)は, W ($i)のアフィン化Q(q)[z, z−1]⊗W ($i) と同型である.

有限次元性
***********************
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14. レベル 0基本表現のテンソル積

この節の目的は,レベル 0基本表現のテンソル積に標準基底を構成することである. ([6, §8]
の紹介)
以下, 記号の節約のために二つのレベル 0基本表現のテンソル積

V ($i)⊗ V ($j)

のときのみを考えるが, ここで述べる結果は, 二つ以上のレベル 0基本表現のテンソル積のと
きの場合にそのまま拡張される.
次の結果は [AK]で示された補題 10.8の逆である. (アファイン型でないときにも正しいかど
うかは分からない.)

補題 14.1. B1, B2は有限で normalな (U′
qの意味の)結晶とする. b1⊗ b2 ∈ B1⊗B2が extremal

であるとすると, b1, b2はともに extremalであり, そのウェイトは同じワイル・チェンバーに属
する.

[AK] T. Akasaka and M. Kashiwara, Finite-dimensional representations of quantum affine algebras, Publ.
RIMS 33 (1997), 839–867.

zi, zjを V ($i), V ($j)それぞれの §13におけるU′
qの表現としての自己同型とする. i = jの

ときも ziと zjは違うものとして解釈する. 記号を変えるのが面倒なので, こうしておく.
標準基底を定義するためには, bar involution を V ($i) ⊗ V ($j) に定義する必要がある.

§9で最高ウェイト表現と最低ウェイト表現のテンソル積の場合に見たように, 準R行列を用い
て安直な成分ごとの bar involutionをひねらないと,テンソル積には bar involutionが定義され
ない. ところが問題は, 準R行列Θが完備化の中に定義されていて V ($i) ⊗ V ($j) には作用
しないことである. ここが最高ウェイト表現と最低ウェイト表現のテンソル積との違いである.
そこで

V ($i)⊗̂V ($j)
def.
= Q(qs)[[zi/zj]]⊗Q(qs)[zi/zj ] (V ($i)⊗ V ($j))

と定義する.

命題 14.2. V ($i)⊗̂V ($j) には, bar involution で
• v$i

⊗ v$j
= v$i

⊗ v$j
,

• zi, zjと可換
を満たすものがただ一つ存在する.

証明のあらすじを述べる.

(1) まず ( ⊗ ) ◦ Θ: V ($i)⊗̂V ($j) → V ($i)⊗̂V ($j) が定義されていることをチェック
する. Θの定義を思い出し , W ($i)は有限個のウェイト空間しかないことから完備化は
zi/zjの形式的巾級数で十分であることが従う.

(2) (V ($i)⊗̂V ($j))$i+$j
は, Q(qs)[[zi/zj]]-ベクトル空間として 1次元である. (補題 14.1)

よって

( ⊗ ) ◦Θ(vωi
⊗ vωj

) = ϕ(zi/zj)u

なる ϕ(zi/zj) ∈ Q(qs)[[zi/zj]]が存在するが, Θの定義から ϕ(0) = 1に注意して, =
ϕ(z1/z2)

−1( ⊗ ) ◦Θ と定義する. これは求める性質を持つ.
(3) uniquenessは, W ($i)⊗W ($j)の既約性 (これは簡単に示せる)を使って証明する.

V ($i)と V ($j)の標準基底についての, の表現行列は 上三角行列なので, 最高/最低ウェ
イト表現のテンソル積のときと同様にして次が示される. (V ($i)⊗̂V ($j)は無限次元だが,
Q(qs)[[zi/zj]]⊗Q(qs)[zi/zj ] Q(qs)[z

±
i , z±j ] 上は有限次元で, 実際にはそこの基底として作る.)

命題 14.3. 各 b ∈ B($i), b′ ∈ B(−$i)に対してG(b⊗ b′) ∈ V ($i)⊗̂V ($j)であって, 次の二つ
の性質を持つものがただ一つ存在する:

(A) G(b⊗ b′) = G(b⊗ b′)
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(B) B($i)⊗ B($j)を用いて

G(b⊗ b′) = b⊗ b′ +
∑

b1:wt(b1)>wt(b)
b′1:wt(b′1)<wt(b′)

ab1,b′1b1 ⊗ b′1 (ab1,b′1 ∈ qsZ[qs]).

と表わされる. ただし, b1 ⊗ b′1は無限個現れる可能性がある.

ここで

B(V ($i)⊗̂V ($j))
def.
= {G(b⊗ b′) | b ∈ B($i), b

′ ∈ B($j)}
とおく.
次に, まず, extremalベクトルに着目する.

補題 14.4. B(V ($i)⊗̂V ($j))の extremalベクトルは, すべて完備化をする前の通常のテンソ
ル積 V ($i)⊗ V ($j)に属している.

証明. v$i
⊗ v$j

は, B(V ($i)⊗̂V ($j))に属していることに注意する. したがって, 完備化をす
る前の通常のテンソル積 V ($i) ⊗ V ($j)に属している. また, B(V ($i)⊗̂V ($j))に含まれる
extremalベクトルは, 結晶のワイル群の作用で, ウェイトは $i + $j + Zδに入るようにする
ことができる. (定理 13.2) このとき, そのベクトルは zm

i v$i
⊗ zn

j v$j
であり, v$i

⊗ v$j
に単

項式 zm
i zn

j を掛けたものである. これも完備化する前の V ($i)⊗ V ($j)に属している. よって
extremalベクトルはすべて完備化する前の V ($i)⊗ V ($j)に入っている.

そこで, 有限部分を ‘切り出す’.

V ($i)⊗̆V ($j)
def.
= Uq[z

±
i , z±j ]v$i

⊗ v$j
⊂ V ($i)⊗ V ($j) ⊂ V ($i)⊗̂V ($j),

L(V ($i)⊗̆V ($j))
def.
= (L($i)⊗ L($j)) ∩

(
V ($i)⊗̆V ($j)

)

B(V ($i)⊗̆V ($j))
def.
= B(V ($i)⊗̂V ($j))

と定義する. 次の性質は明らかである.

• V ($i)⊗̆V ($j)は bar involution で保たれている.
• L(V ($i)⊗̆V ($j))/qsL(V ($i)⊗̆V ($j)) ⊂ L($i)⊗ L($j)/qs (L($i)⊗ L($j))

二項目目の⊂は, 等号であるかどうかはアプリオリには分からない.
しかし , 少なくとも extremalベクトルがすんでいるウェイト µ ∈ W · ($i + $j) +Zδについ
ては, 先の補題から差がなく, (V ($i)⊗̆V ($j))µ = (V ($i)⊗ V ($j))µである.
また, B(V ($i)⊗̂V ($j))に含まれるベクトルは, 柏原作用素で extremalベクトルに送ること

ができる. このとき上の性質から, それは L(V ($i)⊗̆V ($j))/qsL(V ($i)⊗̆V ($j))という小さ
い方の qs = 0の空間に入っている. したがって, B(V ($i)⊗̂V ($j))のベクトルは, 少なくとも
qs = 0ではすべて L(V ($i)⊗̆V ($j))/qsL(V ($i)⊗̆V ($j))の中に入ってくれる. これで qs = 0
では, L(V ($i)⊗̆V ($j))/qsL(V ($i)⊗̆V ($j)) = L($i) ⊗ L($j)/qs (L($i)⊗ L($j))となって
いることが分かった.
まだ, B(V ($i)⊗̂V ($j))の元が本当に V ($i)⊗̆V ($j)に入っていることは保証されないのだ

が, extremalベクトルがそうであることを使って, ‘帰納的に’すべてのベクトルが入っているこ
とを示すことができる.

*******************************************************
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15. extremalウェイト加群とテンソル積表現

λをレベル 0支配的なウェイトとし , λ =
∑

i∈I0
λi$iと表わす. このときレベル 0基本表現の

テンソル積

Ṽ (λ) =
⊗
i∈I0

V ($i)
⊗λi

を考える. ここで, I0に順序を付け, その順番にテンソル積を取るものとする. (順番の取り方
は本質的でないので, 記号の中に順番によることを含めない.)eV (λ)は, L(λ)を subvarietyとして含む eZ(λ)(これは I0 の順序に応じて定義される)の同変K 群 KTλ(eZ(λ))として実現

される. ただし, Tλ は, Gλ の極大トーラスで, eZ(λ)は, Tλ の作用は持つが, Gλ の作用は持たない. また bar involutionは,

Grothendieck-Serre duality からの補正項のために定義されない.

V ($i)の第 ν番目の成分に対する §13におけるU′
qの表現としての自己同型を zi,νで表わす.

(1 ≤ ν ≤ λi) これらは互いに可換である. よって Ṽ (λ)にはローラン多項式環

Q(qs)[z
±
i,1, . . . , z

±
i,λi

]i∈I0

の表現の構造が入る.
V ($i)の extremal ウェイトベクトル v$i

のテンソル積を ṽλ ∈ Ṽ (λ)で表わす.
さらに

V̆ (λ)
def.
= Uq[z

±
i,1, . . . , z

±
i,λi

]i∈I0 ṽλ ⊂ Ṽ (λ)

とおく. 前節の結果によって,これは標準基底B(V̆ (λ))を持つ. 対応するA0-formは, L($i)
⊗λi∩

V̆ (λ)である. これを L̆(λ)で表わす. ṽλを含む連結成分を B0(V̆ (λ))とおく.
また, ṽλは, ウェイトが λの extremalベクトルであるから, 定理 10.14(1)(普遍性)によって
表現の準同型

Φλ : V (λ) → V̆ (λ); vλ 7→ ṽλ

がただ一つ存在する.
#I0-個の分割の組 c0 = (Y i)i∈I0で, i成分の行の数が λi以下のもの全体を PolIrr(Gλ)で表わ

す. polynomial既約表現の全体である.

命題 15.1. c0 ∈ PolIrr(Gλ)に対する純虚数元 Sc0と, 対応するシューア関数の積 sc0の変数に
上の自己同型 zi,νを代入した sc0(z) を考える. このとき次が成り立つ.

Φλ(Sc0vλ) = sc0(z)ṽλ.

いう必要はないかと思うが, c0の条件から,シューア関数は, 高次の変数を zi,λi+1 = zi,λi+2 =
· · · = 0 と消しても 0にならないことに注意しよう. たとえば λi = 2のときは,

z1z2 + z1z3 + · · · 7→ z1z2

だが,

z1z2z3 + · · · 7→ 0

である.
この命題は次のようして分かる.

• 補題 13.4を基本表現に適用したものより, P̃i,1については正しい.

• P̃i,kの余積∆P̃i,kが, ‘ほとんど ’対称多項式の余積に同じである. (これは計算で示す.)
• そのときの error termが extremalベクトルについては消える.

系 15.2. (1) Sc0については, 符号の umbiguityなく, すべて Sc0 ∈ B(∞) + qsL(∞)となる.
(2) V (λ)の extremalベクトルは, ある c0 ∈ PolIrr(Gλ)に対する Sc0vλをワイル群で移したも

のである.
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証明. (1) 記号を省略するために, i ∈ I0の一カ所だけにヤング図式があって他は全部 ∅とする.
列の数に関する帰納法で示す. c0 = ∅のときは明らか.
一番長い列の長さを kとしたとき, λ = k$iに対応する extremalウェイト加群 V (λ)を考え

る. このとき k次初等対称多項式は, 単なる単項式 z1z2 · · · zkである. これは結晶の自己同型に
対応していた. よって, sc0(z)ṽλを z1 · · · zk で割ることができる. これは, Sc0uλの方では, P̃i,k

で ‘割る’ことを意味し , 長さ kの列をはずしていくことに対応する. よって, 結局長さ kの列は
なくなって帰納法の仮定より結論は正しい.

(2)定理 13.2で,すでに可能性としてありうるのは Sc0uλだけであることは分かっていた. (符
号の umbiguityはたった今消した.) c0 /∈ PolIrr(Gλ)のときは, Sc0uλ = 0であった (補題 13.3).
上の注意により, c0 ∈ PolIrr(Gλ)のときは, Sc0uλ 6= 0も分かった.

定理 15.3. 任意の PBW基底の元 L(c, p)について符号の umbiguityはなく, すべて+ となる.

証明. 上の事実が分かれば, あとは Lusztigによる次の braid群の作用と, 標準基底の compati-
bilityの結果を用いればよい. (これは柏原理論によっているが, 対称型のときは, 幾何学的に示
すことができる.)

• iπ : U−
q → U−

q [i], πi : U−
q → ∗U−

q [i]を §7のように定義する. このとき B(∞)は, 射影 iπ,

πiで, 0になる元を取り除けば, U−
q [i], ∗U−

q [i]の基底に落ちる.

• b ∈ B(∞)が, iπ(b) 6= 0とすると, Ti(
iπ(b)) = πi(b′)となる b′ ∈ B(∞)が存在し , 対応

b ←→ b′で, 射影で落ちない標準基底の間の全単射が定められる.

定理 15.4. Φλは単射であり, B(λ)を{
sc0(z)b′

∣∣∣ c ∈ PolyIrr(Gλ), b
′ ∈ B0(V̆ (λ))

}

全単射に移す.

証明のあらすじ. Φλは表現の準同型であるから, ẽi, f̃iと可換である. また, 命題 15.1と zi,νが
結晶構造を保っていたことにより, extremalベクトルの行き先は, L̆(λ)に属する. したがって,

Φλ(L(λ)) ⊂ L̆(λ)が従う. さらに, 誘導される線型写像

Φλ|qs=0 : L(λ)/qsL(λ) → L̆(λ)/qsL̆(λ)

を考えると, ふたたび命題 15.1によって, B(λ)が上の主張の集合, もしくは 0に移すことが従
う. もしも 0に移す元があるとすれば, それは B(λ)の連結成分であり, 特に extremalベクトル
が中にあるが, それは命題 15.1に矛盾する. したがって 0に行く元はない. また全射性は定義
から明らかで, 単射であることも簡単に分かる. よって Φλ|qs=0は, B(λ)と主張の集合の間の全
単射を qs = 0で, 与えることが示された.

Φλは, と可換であり, さらにA-formをA-formに移すことは定義から明らかである. 従っ
て, 標準基底を主張の標準基底に移すことが分かり, 特に Φλは単射である.
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16. Peter-Weyl型定理

ここでは, P 0
clに対応したmodified enveloping algebra Ũq を考える. Ũ′

qと表わすべきである
が, Ũqと書く.

# = ∗ ◦∨とおく. 標準基底B(Ũq)は,これで不変である. B(Ũq)で B(λ)#と柏原作用素でつ
ながっている元の全体を B[λ]であらわす. λと µがW0で移りあっているときは, B[λ] = B[µ]
であり, そうでないときは disjointである. したがって

B(Ũq) =
⊔

λはレベル 0 支配的

B[λ]

と分解し , これは両側結晶構造と compatibleである.
P 0

clを有限次元 Lie環 g0のウェイト格子と同一視して, 支配的順序を定義しておく.

定義 16.1. Let Ũq[
≥λ] (resp. Ũq[

>λ]) be the two–sided ideal of Ũq consisting of all elements

x ∈ Ũq acting on V (λ′) by 0 for any λ′ � λ (resp. λ′ ≯ λ). Let Ũq[λ] = Ũq[
≥λ]/Ũq[

>λ]. We

define AŨq[
≥λ], AŨq[

>λ] and AŨq[λ] in an analogous manner.

Irr(Gλ)を Gλのすべての既約表現の集合とする. Schur関数でいえば, 行列式表現に対応す
る zi,1 · · · zi,λi

の負巾を掛けたものも合わせたものである. Sc0の定義を, c0が polynomial表現
の双対のときには, 対応してU−

q
∨−→U+

q で移したU+
q の元とする.

BW (λ)を有限結晶
⊗

i∈I0
B(W ($i))

⊗λi とする. このとき前節の結果から

B(λ) = Irr(Gλ)× BW (λ)(16.2)

という全単射が存在する. ただし , この分解は結晶構造とは compatibleでない.

定理 16.3. (1) b ∈ B(Ũq)が B[λ]に属する必要十分条件は b ∈ Ũq[
≥λ]かつ, b 6= 0 in Ũq[λ]で

ある.
(2) B[λ]は, Ũq[λ]の標準基底である.
(3) b ∈ B[λ]について次が成り立つ.

b ≡ b1sb
#
2 mod Ũq[

>λ], b1, b2 ∈ BW (λ), s ∈ Irr Gλ

この対応によって全単射

B[λ] 3 b 7−→ (b1, s, b2) ∈ BW (λ)× Irr(Gλ)× BW (λ)

が定まり, さらに, ẽi, f̃iは, (b1, s)を上の(16.2)によって B(λ)と思って適用したものに等しい.

ẽ∗i , f̃ ∗i についても, ∗を適用すればよい.
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