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1. 序

一昨年および昨年に 4次元のゲージ理論 (特にトポロジーへの応用)は様相を一変させました.

その契機となったのは, Seiberg-Witten という物理学者による “双対性”の研究でした. これは

70年代に発見された Olive-Montonenの “電気-磁気双対性予想”を N = 2の超対称 Yang-Mills

理論に適応するように modify したものです. この研究を通じて SU(2) インスタントン方程式

の双対であるところのU(1) モノポール方程式が発見されて, Donaldson 理論では主に技術的

な理由で困難であった数々の問題が次々と解かれていきました. また純粋に物理的な動機づけ

からも “双対性”は N = 2 の超対称Yang-Mills 理論だけでなく, 様々な弦理論について活発に

研究されています.

これらの “双対性”において実は, ゲージ群は, Langlands dual に変えなければなりません.

また, なぜだか理由はよく分かりませんが1様々な場所に楕円曲線が顔を覗かせています. これ

らを聞いて Langlands 双対性を思いおこすのは私だけではないでしょう2. 今のところ登場人

物が共通しているというだけで, これからどう発展していくのか海のものとも山のものとも分

かりませんが, Langlands 双対性の高次元化への第一歩として考えて見たらどうだろうかと思

います3.

さて, Langlands 双対性を念頭において, モジュラー形式の対応物としてインスタントンの

モジュライ空間のホモロジー群をとることにします4. 次に考えなければならない対象は, い

ささかこじつけ的であると思われるかもしれないが, “Hecke 環”です. §3で局所大域原理と質
量の類似を説明するときに詳しく述べますが, 高次元の理論である為に 4次元多様体の中に埋

め込まれた部分多様体に対応する Hecke 作用素も導入する必要がでてきます. するともとの

Langlands 対応の場合と大きく異なることとして “Hecke環”が非可換になります. その理由を

標語的に言えば,「リーマン面の上の二つの点は一般には交わらないが, 4次元多様体の中の部

分多様体は, 少々動かしても交わらないようには出来ない」からです.

この論説の内容に近い話しを賢島の Langlands対応の研究会でしました. そちらの講演の記録を数理研の斎藤

さんに作っていただく予定になっていますので, そちらのほうも合わせてご覧ください. また, [10] も参考にして

ください.
1私だけが分かっていないという意味でなく, だれも分かっていないという意味です
2実際, Ginzburg-Kapranov-Vasserot も Langlands reciprocity for surfaces などと言い出しています. [4]
3同じく物理から動機づけられた双対性としてミラー対称性があり, 活発に研究されていることはご存じのこと

であると思います. ゲージ理論の双対性も活発に研究されてしかるべきと思いますがそうでもないことが残念で

す.
4インスタントンのモジュライ空間の上の何かを考えることは自然です. しかしホモロジー以上に精密な構造を

取り扱うことは現在のところほとんど不可能であります.



というわけで, ここ数年, 特に代数曲面上の正則ベクトル束のモジュライ空間5の場合につい

て,主に有理曲線に対応するHecke作用素を調べてきました. ナント非常に驚いたことに, affine

Lie環が我々の Hecke環として現れました. affine Lie環は,有限次元 Lie環に値を持つ Laurent

多項式の成す Lie 環を central extension したものですが, これが 2 次元の理論, 例えば共形場

理論と馴染みやすいのは当然であります. ところがどう想像しても結び付きそうもない 4 次

元の理論にも, 何故か affine Lie 環が現れるわけです6. 今のところ希望でしかありませんが,

affine Lie 環が現れる理由と, “双対性”において楕円曲線が現れる理由は何らかの関係があるこ

とが分かればよいと思います. 例えば 4 次元ゲージ理論の裏のどこかに (今はまだだれも見る

ことが出来ないが)楕円曲線が隠れており, その上の共形場理論を通じて affine Lie 環が現れる

ということになると私は非常にうれしいです.

モジュラー形式の理論 4次元多様体のゲージ理論

素数 = Spec Z 4次元多様体上の点や

部分多様体 C

モジュラー形式 インスタントンのモジュライ空間の

の空間 ホモロジー群

Hecke 作用素 我々の Hecke 作用素

Hecke 環 affine Lie 環

一般の 4 次元多様体ではなく代数曲面しか扱っていない理由は, 一般のときにはモジュライ

空間を調べる方法がないという技術的なものですが, 埋め込まれた部分多様体としては 0と 2

次元のものしか考えていないのは, 4次元ゲージ理論において本質的な対象であるだろうから

と思っています. もし, 将来Calabi-Yau 空間においても同じような考察ができる時代がくれば,

実 3次元の部分多様体が本質的な役割をはたすに違いありません. ([11])

以上のようなわけで, 現在までのところ理解したという状態からは程遠いのですが, ここで

は幾つかの affine Lie 環が現れる例について, 城崎では述べる時間のあまりなかったALE空間

まで含めて紹介したいと思います. いわばこれらは, 現象の理解を深めて行くための「実験」

です7. 理論を構築することは, 今後の大きな課題としたいと思います.

弦理論の “双対性”について最近の動向を紹介することは私の能力をはるかに越えてしまい

ますので, 私に取って一番分かりやすい N = 4 の超対称 Yang-Mills 理論 (場の理論であって

弦理論ではない)における “双対性”を §2でまず紹介します. これが以降の話しの動機づけと

なります. そして, §3において Langlands 哲学の根底にある局所大域原理と物理学における質

量の概念の類似について述べます. これは, 高次元 Langlands 哲学における Hecke 環の重要性

を説明してくれるものと思います. この論説で数学の結果が述べられているのは §4,§5だけで,

5Donaldsonの定理によって代数曲面の場合にはインスタントンのモジュライ空間と同じ. 但し安定なベクトル

束のみを取ってくる必要があります
6そもそも affine Lie 環にたどり着いたのも一朝一夕ではありませんでした. 私の動機は, Ringel と Lusztig の

量子展開環の上三角部分の箙による構成をKronheimer-Nakajimaの ALE 空間上の ADHM構成により理解する

ことにありました. また Göttsche や吉岡くんがモジュライの Betti 数を計算して, そこに affine Lie 環の指標を

発見しました. これら数々の状況証拠から今書いているような考えにいたったのです.
7この意味で私のやっていることは「実験数学」です



そこで “Hecke環”が具体的に調べられる例について紹介します. また, 弦理論の “双対性”につ

いては最後に少し述べますが, これは私は理解していない話しなので文献を記録しておく以上

の意味は持ちません.

appendix に Heisenberg 代数と affine Lie 環についてまとめておきました. [7]の教科書の必

要な部分だけを取り出してきたものです.

2. Vafa-Witten による N = 4 超対称 Yang-Mills 理論の双対性8

序で述べた “双対性”が顕著に現れる例として, N = 4 の超対称Yang-Mills 理論について紹

介しましょう. “双対性”が成立することの意味は, Langlands 双対性では L 関数が一致する

こととして解釈されますが, 物理では分配関数が一致することとなります. しかし, 一般に分

配関数を計算することは非常に難しいので, 70年代から予想はあったもののなかなか意味のあ

る根拠づけを与えることが出来ませんでした. Vafa-Witten [14] のアイデアは N = 4 理論で

Lagrangian を少しmodifyしてやることによって, 位相的な不変量を分配関数として書いてや

り, それを計算してチェックするということでした.

X を向き付けられた 4次元多様体 (とりあえず、コンパクトとします)とします. G を半単

純コンパクト・リー群として, G∨ をその Langlands dualとします. G を構造群とする位相的

なバンドル P を考えて, 対応する反自己双対接続のモジュライ空間をM(P ) とします. モジュ

ライ空間のオイラー数 χ(M(P )) の定める母関数を考えます.

Z(τ, G) = q−χ(X)/12
∑

P

qk(P )χ(M(P )); q = exp(2πiτ)

但し、k(P ) は、P のインスタントン数 (第二チャーン類みたいなものです) です. 一般には整

数にはなりませんが, 例えば G = SU(2) なら整数ですし, G = SO(3)なら整数を 4 で割った有

理数です. また、上の和は全てのバンドルを動かして取ります. (第一チャーン類と第二チャー

ン類を動かすと思ってください.) χ(X) は, X のオイラー数とします.

このとき, “双対性”は

Z(−1

τ
,G) = ±

(τ

i

)−χ(X)/2

Z(τ,G∨)

となることを予想します. 一般に G と G∨ は異なるので注意が必要ですが, 上の式は, Z(τ, G)

が weight χ(X)/2 のモジュラー形式であることをほぼ意味します9. 実際, Vafa-Wittenは

Z(τ, SU(2))が, Γ0(4)に関してモジュラーであることを上の式から導いています. (G∨ のLang-

lands dualが G であることと, q 7→ q + 4 で Z(τ, SO(3)) が不変であることを使えばすぐでて

きます.)

これは恐しく強い結果で, 無限個ある P のうち, 有限個のχ(M(P ))の値が決まってしまうだ

けで他の全ての値も決まることが, モジュラー形式の有限次元性から従います. 異なる P のモ

ジュライ空間の間にはそれ程明らかな関係はありませんから, これは非常に驚くべきことです.

さて, Vafa-Wittenはいろいろな 4次元多様体 X について上の式をチェックしました. 基本的

に数学者の計算を使います. 数学者の結果があるのは X が代数曲面のときだけで, そのときは

χ(M(P )) をGieseker-Maruyamaのコンパクト化, すなわち semistableな torsion-free sheaves

8この節の内容は, http://www.math.tohoku.ac.jp/ の私のホームページにおいて紹介されています.
9境界条件については何も分かりませんが...



のモジュライ空間とすると答えが合うようです10. K3 曲面のときは, Göttsche-Huybrechts [6]

によって c1 か c2 が oddであればモジュライ空間は非特異で, オイラー数は適当な点の Hilbert

scheme のそれと同じになりますが, Hilbert scheme のオイラー数の母関数は, Göttsche [5] に

よって計算されていて, 本質的に Dedekind の η 関数になります (§4 参照). また射影平面のと

きには, 吉岡君の計算 [18]があります. 但し, この場合は, weight が 3/2 という難しいモジュ

ラー形式が出てきてしまうので, 私は良く理解しておりません. 詳しいことは, 文献も含めて

[14]を見てください. そしてコンパクトではありませんが, ALE 空間のときには, 私の計算に

よって affine Lie algebra の string function が出てきます11.

実は, 上の議論は話しを分かりやすくするために, 少し嘘を書いてしまいました. 一般にイン

スタントンのモジュライ空間 M(P ) は, 1) コンパクトとは限らない, 2) オイラー数 χ(M(P ))

は X のリーマン計量の取り方に依存する, という困難があります. このうち 2) の方は, 本当

は, 次のような方程式のモジュライ空間の個数を数えるということで説明されます.

(1)

{
dAB + d∗

AC = 0

F+
A + [B ∧ C] + {C,C} = 0

A は P の接続, B ∈ Ω0(Ad P ), C ∈ Ω+(Ad P )

ここで {C,C} の定義は述べませんが, C の二次式です12. この方程式の virtual な次元は 0 で

あり, pertubation を行えば実際にモジュライ空間は 0 次元の多様体, すなわち点の unionにな

ります. このあたりの議論は, 通常の SU(2)インスタントンのモジュライ空間のときと同様に

証明できるはずです. (細部はチェックしてませんが. (̂ _̂ ;))

また, B = C = 0 はインスタントン方程式 F+
A = 0 に一致しますが, このとき (1)の上の式

の右辺をモジュライ空間の上のベクトル場 α を Ω1(Ad P ) であると思ったもので置き換えて

perturbすると α = 0 となる点の個数を勘定することになりますから, オイラー数という感じ

もつかんでいただけるのではないでしょうか...

但し, 今のところ perturbした後のモジュライ空間がコンパクトになるかどうかがよく分か

りませんので, 不変量を数学的に定式化するまでには至っていません.

また, モジュライ空間のGieseker-Maruyamaコンパクト化が特異点を持つときは数学者の結

果はありませんが, オイラー数は整数と仮定してしまうとうまくモジュラーになってくれませ

ん. 例えば, K3 曲面のときには c1 = 0 で c2 even のときの モジュライのオイラー数をモジュ

ラー性から逆算すると, (整数)/4 といった数が現れます.

先に進む前に §1で述べたことと関連して一言注意しておくと, 楕円曲線の周期 τ は母関数

のパラメータとして出てきているので, 楕円曲線を見るためには全てのインスタントン数のモ

ジュライ空間を同時に取り扱うことが必要であると思われます. 通常の幾何では, 異なるイン

スタントン数のモジュライ空間の間に関係を見ることはそれ程容易ではありません. 以下の節

で, “Hecke 環”を通じて, モジュライ空間達を一度に扱うことを見ます.

10Roan によれば, 一般の 4次元多様体のときには, Uhlenbeck のコンパクト化のオービフォールド・オイラー

数を使うとうまくいくのではということでしたが....
11どうでもいいことだけど, 物理屋 ： 数学屋 = 理論 ： 実験という式が成り立っていますねえ.
12Seiberg-Witten 方程式によく似ていることがお分かりいただけるかも知れません. (B,C) に関して hyper-

Kähler moment map であるという共通点を持っています.



3. 局所大域原理と質量の類似

例に入る前に Hecke 環がなぜ重要であるか, 私の理解を述べ, さらに物理における質量の概

念との類似について述べます. いささか手抜きで申し訳ありませんが, これは代数シンポジウ

ムの講演録の原稿を少し手直ししたものです.

そもそもの局所大域原理は数論におけるHasse原理, すなわち整数解があるかどうか調べる

のに各素数 p について mod p で解があるかどうか考えるとよい, というような素朴な考えな

のですが13, いろいろなところで本当に成立する例が知られています. 局所をまとめて大域を

調べるというアイデアを生かして, 4次元多様体についても SU(2)- ゲージ理論を各点毎に局所

で調べて, 大域な対象であるところのインスタントンのモジュライ空間を調べることができな

いだろうか, と考えるわけです.

なぜそういったことが成り立つことが期待できるのだろうか, ということについては物理に

おいては明快な説明があります. そもそもDonaldsonの理論や上で扱ったVafa-Wittenの理論

など, 数学で扱っているものはすべて多様体の微分構造にしかよらない理論で, 定義をすると

きに人工的にRiemann計量を導入する必要がありますが, 最終的な答えは計量にはよらないも

のです. そこで計量に正の数をかけてどんどん大きくしていくことを考えます. 二つの異なる

点の距離はどんどん離れていきます. 相互作用を司る粒子がもし質量を持てば, 遠い距離の二

点の間を行き来することができません. 結局, 極限では異なる二点の間の相互作用は 0 になっ

てしまうわけですから, 4次元多様体はバラバラになっていると思ってよいと言うわけです. こ

れが局所大域原理が成立することの物理的な説明です. (私の解釈ですので間違っていたらす

いません.)

上の素朴な議論が成り立つのであれば, 多様体がどのようにつながっているかはほとんど関

係なくなって,そもそもDonaldson理論で深い不変量が導かれるはずがありません. その理由

は粒子の質量が 0 であるからに他なりません. (物理では mass gapがないと言う.) そこで

Witten[15] は, 4次元多様体が射影曲面のときに, 正則 2 形式 (すなわち標準束 KX の切断) を

用いて無理矢理に質量を与えることによって局所大域原理が成立する状況に持っていってやっ

たのです. ところが, 正則 2 形式が消えているところ (=曲面の標準因子)には質量を与える

ことができないので, そのホモロジー類が Donaldson 理論を統制する Kronheimer-Mrowkaの

basic class14として見えてくるわけです. よって, basic classes は局所大域原理が成立しない障

害であると考えたらよいのではないかと思われます. もしくは, basic class は２次元の部分多

様体であるのだが, それはもはや分割できないという意味で, 点であると考えたらよいかと思

います.

上の議論では一般の 4次元多様体については質量を与えることができませんでした. しかし

Seiberg-Witten の双対性によって質量を持たない粒子の正体がU(1)-モノポールであることが

分かったので, それが局所大域原理の障害であるところの basic class に関係するわけです.

さて, 元々の局所大域原理において local から global に戻るときにキーとなるものとして,

Hecke環と言う対象があります. Hecke環の元は, 局所的な対象を用いて定義されます. 各素数
13局所大域原理, およびそれが顕著にあらわれる Langlands哲学については, Gelbartの論説 [3]がいい文献で

す.
14ここでは basic class の説明はしない. basic class は 4次元多様体の不変量で, Donaldson不変量がこれと交

叉形式で決まることが知られている



p に対応してモジュラー形式の空間にHecke 作用素が定義されます. 4次元ゲージ理論で対応

するような作用素を [8]のときには, ２次元の部分多様体に沿ってひねる操作, [9]のときには,

点の回りでひねる操作としてモジュライ空間のホモロジー群上の線形写像として導入しました.

古典的な 複素 1 次元 = 実 2 次元の場合と違って, 我々の場合には 2 次元の部分多様体も “

点”であると考えなければいけないので, それに対応するHecke環も考える必要があるわけで

す. 名前については問題もあるかもしれませんが, 取り敢えず “Hecke環”と呼ぶことにします.

4. Heisenberg algebra と代数曲面上の点のHilbert scheme

さて今までの節でお話をしてきたことを実際に確かめることにしましょう. とは言っても, イ

ンスタントンのモジュライ空間,もしくは正則ベクトル束のモジュライ空間のホモロジー群を調

べることはそれ程やさしいことではありません. というわけで, 最初に小手調べとして Hilbert

scheme を考えることにします. これは階数 1 の torsion-free sheaf E で, その double dual E∨∨

が trivialな OX であるもののモジュライ空間であるという意味で, 階数 1 のゲージ理論であ

ると考えることが出来ます.

また, 高い階数のときもGieseker-Maruyamaコンパクト化の境界には, torsion-free sheaf が

現れ, E∨∨/E は有限個の点に台を持った層であり, その情報は Hilbert scheme の様子とほとん

ど同じであるはずと期待されています.

先の節で述べた局所大域原理が成り立つであろうことは, Hilbert schemeの場合には直感的

にはほぼ明らかではないでしょうか？実際, そうであって, 本当の点に対応する Hecke 対応だ

けでホモロジーが全部表わされてしまうことを以下説明します.

X を射影曲面とし, Sn(X) を X の n 次の対称積とし, X [n] を X の colength n の OX のイ

デアルの成すHilbert scheme の成分とします. このときイデアルに対してその supportをおも

み付きで対応させることによって写像 π : X [n] → Sn(X) が定義されます.

このとき次のことが知られています.

命題 2. π は特異点解消である.

Göttsche は Ellingsrud-Strømme [2] の X = CP2 のときの結果を踏まえて一般の射影曲面

について X [n] の Betti 数を計算しました. 結果は次の通りです.

定理 3 (Göttsche[5]). X [n] の Poincaré 多項式を Pt(X
[n]) とするとき, その母関数は次で与え

られる.

∞∑

n=0

qnPt(X
[n]) =

∞∏

m=1

(1 + t2m−1qm)b1(X)(1 + t2m+1qm)b3(X)

(1 − t2m−2qm)b0(X)(1 − t2mqm)b2(X)(1 − t2m+2qm)b4(X)

但し, bi(X) は X の i-th Betti 数である.

H∗(X) の基底 {[C1], . . . , [CN ]} を取り, それぞれは Ci という (実)部分多様体で表現されて

いると仮定します. 交叉形式に関するその双対基底 {[D1], . . . , [DN ]} もやはりまた (実)部分

多様体で表現されていると仮定しましょう. このとき, 各 i とm ∈ Z \ {0} に対して Hilbert



scheme の直積の中に次のような (実の意味の) correspondence Pi[m] を考えます.

∏

n

X [n+m] × X [n] ⊃ Pi[m]
def.
=




{(J1,J2) | J1 ⊃ J2, Supp(J1/J2) = {p}, p ∈ Di} (m < 0)

{(J1,J2) | J1 ⊂ J2, Supp(J2/J1) = {p}, p ∈ Ci} (m > 0)

ここで, Hilbert schemeの点は ideal sheafと思って包含関係を書きました. また Supp(J1/J2) =

{p} は J1 と J2 が 点 p の外では同型であるという意味です.

さて, Pi[m] のホモロジー類は, 次により X [n] のホモロジー群の直和の上に線形写像を引き

起こします. (correspondence から写像を作るいつものやり方だが, 成分が無限個出てきている

ことに注意)

⊕

n

H∗(X
[n]) →

⊕

n

H∗(X
[n+m])

c 7→ (p1)∗ ((p2)
∗c ∩ [Pi[m]])

ここで, pi は X [n+m] × X [n] の第 i成分への射影とします. また Pi[m] の (成分の)次元によっ

てホモロジーの次数のずれが決まることに注意します. nによって次元が異なっているので, ず

れは n によって異なります.

さて, 上の写像も同じ記号 Pi[m] で表わすことにします.

定理 4.
⊕

H∗(X
[n]) に働く operator として次の関係式が成立する15.

(5) Pi[m]Pj[n] = (−1)dimR Ci dimR Cj

Pj[n]Pi[m] + δijδm+n,0(−1)n+1n · 1

但し, 1 は恒等写像である.

各 i ごとに, Pi[m] (m ∈ Z \ {0}) 達は代数を定義しますが, 上の (5) は, dim Ci が偶数のと

きは無限変数の Heisenberg 代数の, 奇数のときは Clifford 代数の基本関係式に他なりません.

(Pi[0] は 何でもよい.) また異なる i に対しては, 作用は可換です.

X [0] は一点からなりますので, その 0 次元ホモロジー群H0(X
[0]) は canonical な vector 1

を持ちます. このベクトルに対して上で出来たHeisenberg/Clifford 代数を作用させて既約表現

が出来ます. このとき, 指標公式 (8),(9) とGöttsche の公式を比較してみると, 次の系が分か

ります.

系 6.
⊕

H∗(X
[n]) は, Heisenberg/Clifford 代数の表現空間として既約である16.

これらの結果は, Di や Ci を代数サイクル (奇数次のときは無理ですが)で表わせば, おそら

く Chow 群で formulate 出来ると思います. 但し, 一般には Di と Ci を同時に代数サイクル

では実現できないでしょうから, その場合には (5) において δij のところをDi と Cj の交叉数

に代えなければならないでしょう.

15(−1)n+1n という数は最初は 0 でないことしか証明できませんでしたが, Ellingsrud-Strømme が計算してく

れました
16今のところ, Göttsche の公式を用いない証明はない. Göttsche の公式の証明には Weil 予想が用いられるの

で, (射影的でない) 複素曲面に対して同じ公式が成り立つかどうかは不明



5. ALE 空間上のインスタントンと affine Lie 環

この内容については, 既に何度もお話ししましたし数理研の講究録 883に同様の内容があり

ますので簡単にまとめることにします. 但し, 数理研講究録 883 を書いたときには, affine Lie

環でなく, 有限次元 Lie 環の作用しか考えていなかったので, その様な記述になっています. ま

た, 一番簡単な A1 型のときに限ることにします.

まずX を A1型 ALE空間,ここでは C2/{±1}の極小特異点解消,すなわち CP1の cotangent

bundle とします. 通常のコンパクトな空間上の正則ベクトル束のモジュライを記述するとき

は, 階数 と Chern class を止めるのですが, noncompact な空間を扱っている関係上, 境界条件

として無限遠 S3/{±1} の上の平坦な接続 ρ を決めることにします. そして正則ベクトル束と

しては, 対応する接続が ρに収束しているものを考えます. モジュライ空間をM(ρ, c1, c2) で表

わすことにします. 正確には, torsion-free sheaves のモジュライ空間 (i.e., Gieseker-Maruyama

のコンパクト化)を考えなければいけません. 以後, このあたりはあまり気にしないことにしま

す. 但し, 階数 1 のときだけは直線束だけ扱っているのではないことに注意しなければいけま

せん.

平坦な接続と言っても, 基本群 {±1}の有限次元表現のことです. McKay対応17によって, 既

約表現は affine Dynkin graph の頂点に対応しますが, A1型ですから trivial な表現とそうでな

い表現の二つの頂点に他なりません. 一般の表現に対しては, 表現の既約分解 ρ = ρ⊕m0
0 ⊕ ρ⊕m1

1

を考えれば, m0Λ0 +m1Λ1 を対応させることによって affine Lie環の 0でない dominant weight

を対応させることが出来ます. (Λ0, Λ1 は基本ウェイト. すなわち, appendix の h0, h1, d の

dual basisが Λ0, Λ1, δ になるように決めたものです.) あとで構成される表現の highest weight

がこの weight に一致することになります.

さて,表現の作り方は前節とまったく同様で,モジュライ空間の積の中にしかるべく correspon-

denceを与えて,モジュライ空間のホモロジー群の上に operatorを作ればよいのです. これには

非常に自然なものがあって, parabolic holomorphic vector bundleのモジュライ空間P(c1, c2, ρ)

を使えばよろしいのです. この空間は, elementary modification

0 → E ′ → E → OΣ(−1) → 0

の空間 (E, E ′) を開集合として含みます. ここで Σ は例外集合のCP1 です.

この correspondenceと E と E ′ を入れ替えた correspondenceで e0 と f0 を定義します. また

e1 と f1 は, OΣ(−1)を OΣ で置き換えたものです. ただ一つ前節と違うことは, correspondence

の次元がモジュライ空間の積の次元の丁度半分であり, これから中間次元のホモロジー群が中

間次元のホモロジー群に移されることが分かります.

また Cartan の元 h0 は, first Chern class c1 をはかる operator に なります. そして d は

second Chern class (or second Chern character) をはかり, K が identity の階数倍になるよう

にします. すなわちレベルが階数に等しく, ウェイト空間は, c1, c2 を止めたモジュライ空間の

ホモロジー群に等しいようになります. ρ はずっと固定されていて, elementary modification

でも変わらないことに注意してください.

主結果は次の通りです.

17McKay対応については数理研講究録 883をご覧ください



定理 7.
⊕

c1,c2
Hmiddle(M(ρ, c1, c2)) の上に上の仕方で定めた operator 達は, affine Lie 環の

定義式を満たし, highest weight が ρ で定まる dominant weight になっている様な integrable

highest weight 表現になります.

この例や前節で調べた例を見ても分かる通り, 有限次元 Lie 環でなく, affine Lie 環が出てく

る理由は, c2 も parametrize しているからに他なりません. 代数曲面のH2 の交叉形式がルー

ト系の Cartan 行列に似たものであることは, ALE 空間, すなわち単純特異点の特異点解消だ

けにとどまらずいろいろなところで観察されているわけですが, モジュライ空間を考えて H4

の情報も取り入れたところに affine 化された理由があるのではと思っています.

6. その後の進展について

序で少しほのめかしたように, 物理で現在話題になっているのは弦理論の双対性です. 弦理

論の classicalな極限として場の理論があり, 上で見たような場の理論の双対性は, 弦理論の双

対性から従っているのだというというものです. しかし, なぜ双対性が成立しているのかとい

う根源的な問いかけに答えることはまだ出来ていないようです.

弦理論には, タイプ IIA, タイプ IIB, ヘテロティックなどの幾つかのバージョンがあり, それ

らの間に双対性があることが予想されています. 弦理論では target space の 10 次元の時空が

Rd × (curved space) となっている状況を考えるのですが, 双対性で理論を移るときに (curved

space)は変わります. 我々の状況と近いのは, curved space = K3曲面のタイプ IIA理論と

curved space = T 4 のヘテロティック理論です. Vafa [13] によれば, K3 が特異点を持つときに,

対応するヘテロティック理論を考えることによって, 我々の affine Lie 環の作用が物理的に説

明されるということです. 残念ながら私は, このヘテロティック弦理論について何も理解して

いないのですが, 数学にも応用が期待できるようです. [1, 17].

以上の動向により, 楕円曲線が現れた理由を説明できる第一候補として, 弦理論をあげてよ

いのだろうと思います. もしも, 数学者が弦理論を本格的に考えなければならない段階にきた

とすれば, 非常にうれしいことだとおもいます.

Appendix A. Heisenberg 代数と Clifford 代数

Heisenberg 代数と Clifford 代数とその表現論について簡単にまとめておきます. 参考文献は

[7, §9.13] です.

無限次元の Heisenberg 代数 s は生成元 p[m] (m ∈ Z \ {0}) と K を持ち, 次の関係式で定

義される Lie 代数です.

[ p[m], p[n] ] = mδm+n,0K

各 a ∈ C∗ と d ∈ C に対して, 無限個の変数の多項式の全体の空間R = C[x1, x2, . . . ] の上に

s の既約表現を次のようにして定義することが出来ます. この表現は, boson の Fock 空間と呼

ばれています.

p[m] 7→





am ∂
∂xm

(m > 0)

xm (m < 0)
, K 7→ a Id .

この表現は highest weight vector 1 を持ち, R は

xj1
1 xj2

2 · · ·xjn
n = p[−1]j1p[−2]j2 · · · p[−n]jn1.



という形の元で張られます.

さらに s を次で与えられる derivation d0 によって central extension します.

[ d0, p[m] ] = mp[m]

上で与えられた表現 R は

d0 7→
∑

m

mxm
∂

∂xm

.

によって拡張されて, 次の指標公式を満たします.

(8) trR qd0 =
∞∏

j=1

1

(1 − qj)
.

次に, Clifford 代数 Cl は, p[m] (m ∈ Z \ {0}) と K で生成される代数で, 次の関係式で与え

られるものです.

p[m]p[n] + p[n]p[m] = nδm+n,0K

すなわち, Heisenberg 代数の基本関係式において交換子を反交換子に置き換えたものに他なり

ません.

無限次元のベクトル空間 V = Cdx1 ⊕ Cdx2 ⊕ · · · の外積代数 F =
∧∗ V の上に Cl の表現

が次の式で定義されます. これは fermion の Fock 空間と言われています.

p[m] 7→





m ∂
∂xi

(m > 0)

mdxm∧ (m < 0)
, K 7→ a Id,

ここで は内部積です. この表現も highest weight vector 1 を持ち,

dxi1 ∧ · · · ∧ dxin = p[−i1] · · · p[−in]1, (i1 > i2 > · · · > in).

という形の元で生成されます. さらに, d を

[d, p[m]] = mp[m]

によって定義すると, F に

d(dxi1 ∧ · · · ∧ dxin) =
(∑

ik

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxin .

によって作用します. このとき指標公式は,

(9) trF qd =
∞∏

j=1

(1 + qj).

となります.



Appendix B. affine sl2 について

affine Lie 環の一番簡単な ŝl2 についてまとめておきます. 詳しい文献は [7]です.

ŝl2 は sl2 ⊗ C[t, t−1] ⊕ CK ⊕ Cd に次の式で Lie bracket を定義したものです.

[ X ⊗ tm + aK + xd, Y ⊗ tn + bK + yd ]

= [ X, Y ] ⊗ tm+n + xnY ⊗ tn − ymX ⊗ tm + tr(XY )mδ0,m+nK

また affine Lie algebra ŝl2 は, Kac-Moody Lie 環の例と考えることも出来ます. sl2 の標準的

な基底

E =

(
0 1

0 0

)
, F =

(
0 0

1 0

)
, H =

(
1 0

0 −1

)
,

を取ってきて,

e0
def.
= F ⊗ t, f0

def.
= E ⊗ t−1, h0

def.
= K − H ⊗ 1

e1
def.
= E ⊗ 1, f1

def.
= F ⊗ 1, h1

def.
= H ⊗ 1

と置きます.

[ei, fj] = δi,jhi, [hi, hj] = 0, [d, hi] = 0,

[hi, ej] = aijej, [hi, fj] = −aijfj,

[d, ei] = δi0ei, [d, fi] = −δi0fi,

(ad ei)
1−aijej = 0, (ad fi)

1−aijfj = 0 (i 6= j)

が成り立ちます. ここで (aij) は次で与えられる extended Cartan matrix です18.

(aij) =

(
2 −2

−2 2

)

逆に, ei, fi, hi を生成元とし, 上の関係式で定義される Lie 環が ŝl2 となることが知られてい

ます.

有限次元 Lie 環の既約有限次元表現に対応するものとして, affine Lie 環 (より一般にKac-

Moody Lie 環)の integrable highest weight 表現と呼ばれる表現のクラスがあります. これを

以下説明しましょう.

まず, 三次元部分空間 ĥ = C(H ⊗ 1) ⊕ CK ⊕ Cd = Ch0 ⊕ Ch1 ⊕ Cd は, ŝl2 の Cartan

subalgebra となりますが, 表現 V が “ĥ-対角化可能”であるとは,

V =
⊕

λ∈bh∨

Vλ; Vλ = {v ∈ V | hv = λ(h)v for all h ∈ ĥ}

と, ĥ の同時固有空間に直和分解するときをいいます. Vλ をweight 空間と呼ぶのは有限次元の

ときと全く同様です. ĥ-対角化可能な表現が “integrable”であるとは, ei, fi (i = 0, 1) が locally

nilpotent, すなわち任意の元 v に対して ei, fi を十分何回も applyすると 0 になるときをいい

ます.

18一般に, 対角線が 2 である対称行列が与えられたときに, この関係式で定義される Lie 環を (symmetric)

Kac-Moody Lie 環といいます.



一方 Λ ∈ ĥ∨ に対して, 表現 V が, highest weight Λ の highest weight 表現であるとは,

highest weight vector と呼ばれる次の性質を満たす元 vΛ ∈ V を持つときを言います.

(1) eivΛ = 0 i = 0, 1,

(2) hvΛ = Λ(h)vΛ,

(3) V は, ŝl2-module として vΛ で生成される.

既約な highest weight 表現は, 任意の Λ に対してただ一つ存在し, これが integrable になる

ための必要十分条件は, Λ が dominant highest weight であること, すなわち Λ(hi) (i = 0, 1)

が非負整数であることが知られています. Λ(d) の値は代えても本質的には同型な表現が出て

くるだけなので通常は無視されます. また, integrable な highest weight 表現は, 自動的に既約

になることも知られています.

一般のKac-Moody Lie 環については, highest weight が Λ の integrable な highest weight

表現という言い方をするのですが, affine Lie 環の表現については, 有限次元 Lie 環の部分の

highest weight とK ∈ ĥ での Λ の値 Λ(K) (レベルと言います) の二つの data により表現を

パラメトライズする方がよく使われます.
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