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第0章

Introduction: フラクタルとは?

「フラクタル」という語は，その歴史は浅いものの自然科学においてはそれなり
の市民権を得ており，聞いたことがあるという読者も多いことと思う．ではこの
言葉を聞いて読者は何を思い浮かべるだろうか．フラクタルの実例は大抵の場合
（ある意味）規則的で「奇麗な」絵や写真として紹介されるから，そのような絵や
写真を通じてフラクタルに興味を持ったという読者もいるであろう．しかし「奇
麗さ」だけでは芸術の対象にはなっても自然科学の研究対象にはなりにくいわけ
で，自然科学の文脈でフラクタルがそこそこの頻度で登場するのには別の理由が
ある．その「別の理由」を見出し広く世に知らしめたのが，フラクタル (fractal)
という語の提唱者 Benoit B. Mandelbrot (1924–2010)である．

Mandelbrotによる指摘「自然界はフラクタルに溢れている」
「長さが無限大の曲線」「面積が 0の（平面）図形」等といった，通常の滑らかな
曲線や曲面とは著しく異なる性質を有する図形が存在することは古くから知られ
ていた．図 0.1はそのような図形の代表例である．滑らかな図形を標準的とみな
す古典的な価値観からこうした図形は長らく「病的な」例外としか考えられてこ
ず，純粋に数学的な興味から考察の対象となることはあっても重要な研究対象と
なることはなかった．
状況が大きく変わったのは 1970年代であった．Mandelbrotは [30, 31]におい

て，自然界に存在する多くの物質・物体がむしろそうした「病的な」図形をこそ
基本構造に持つことを指摘し，そうした図形一般を「フラクタル」(fractal)と呼ん
だ．現在ではフラクタルは物理，化学，生物，工学，医学といった理工系科学の諸
分野で普遍的に見出され理論・応用両面から盛んに研究されている．コンピュー
タグラフィクス技術の進歩により複雑なフラクタルを高い精度で実際に「描いて
みる」ことが可能になり，描いてみると非常に色鮮やかな絵が得られることも，
フラクタルが高い関心を集めることになった一因と言えるだろう．

数学におけるフラクタル：フラクタル幾何学の進展
数学においてもフラクタルは様々な場面，特に力学系や確率論の文脈で自然に現
れ重要な研究対象となってきた．例えば現代確率論において最も基本的な対象で

1
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図 0.1: 代表的な自己相似フラクタル．左から Koch 曲線，Sierpiński gasket,
Sierpiński carpet.

ある Rd 上の Brown運動は，確率 1で（randomな Rd -値連続曲線として）至る
所微分不可能かつ任意の有界区間上で非有界変動であることが知られており（例
えば [16, Sections 1.5 and 2.9]を参照），その意味で「フラクタル的」であると言
える．また複素力学系で重要なMandelbrot集合®

c 2 C
ˇ̌

¹´nº
1
nD0 � Cを ´0 WD 0, ´nC1 WD ´2

n C c で定めると supn�0 j´nj < 1
¯

は複素平面Cの部分集合として連結であることが知られているが ([10])，Mandel-
brot集合のコンピュータ画像を見る限りではその境界は極めて複雑な形状をして
おり如何にもフラクタル「らしい」．
このような「極めて複雑な」図形を見て，まずその幾何学的性質について調べ

ようと考えるのは自然であろう．実際Mandelbrotによりフラクタルの重要性が指
摘されて以来，当時既に基礎が確立していた幾何学的測度論，力学系，エルゴー
ド理論や調和解析等を土台として，フラクタルの幾何学的性質の解明を目標とす
る「フラクタル幾何学」は急速な発展を見せた．
フラクタル幾何学において最も基本的な研究対象は個々のフラクタルの「（幾

何学的な）次元」である．ここでいう「次元」とは Rd の部分集合（より一般に
は距離空間やその部分集合）に対して定義される非負の実数であり，その集合の
「大きさ（複雑さ）」を表す指標である．ここまでに挙げた例では，図 0.1の Koch
曲線，Sierpiński gasket, Sierpiński carpetの次元はそれぞれ log3 4 D 1:261859 : : : ,
log2 3 D 1:584962 : : : , log3 8 D 1:892789 : : : である（Moranの定理 [32];証明は例
えば [21, Section 1.5]に，必要な測度論からの準備とともに与えられている）．こ
のように，いわゆる「フラクタル」は典型的には非整数の次元を持ち，そのこと
が fractalという語の由来にもなっていると思われる（「分数，小数，非整数」と
いう意味の英単語 fractionからの造語と推測される）が，「フラクタル的な」集合
が整数の次元をもつ場合もある．実際，d � 2に対し Rd 上の Brown運動の Rd -
値連続曲線としての像は確率 1で 2次元（「曲線」であるにも拘らず!）かつその
面積（2次元 Hausdorff測度）は 0であることが Taylor [35]の結果により知られ
ている．またMandelbrot集合についてはその境界の次元は 2であるという宍倉光
広氏による非常に有名な結果 [33]があるが，境界の 2次元 Lebesgue測度が 0で
あるかどうかは未だに分かっていないようである．

注意 0.1. 「次元」の概念にはよく使われるものだけでも Hausdorff 次元，box-
counting次元など複数の定義があり，上で紹介した例ではどの次元の定義でも同
じ値になるが，フラクタルによっては定義の仕方によって異なる値になることも
ある．この意味でフラクタルには唯一絶対の「次元」が定まっているわけではな
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く，実際の研究ではどの「次元」に注目するべきかは目的に応じて個別に判断す
る必要がある．また与えられたフラクタルに対して複数の次元の値が一致するか
ということ自体も研究の主題になり得る．

フラクタル上の解析学へ
フラクタル幾何学はいわばフラクタルの，ひいては自然界の物質の「静的」(static)
な性質を主題としている．では「動的」(dynamic)な性質，すなわちフラクタル
の物理学的な性質・フラクタル上の物理現象はどうなっているのだろうか1．この
問いに数学的に厳密な解答を与えることを目標とするのが「フラクタル上の解析
学」である．
代表的な物理現象としては熱や波動の伝播があり，それらは最も単純な形で

は Euclid空間 Rd における熱方程式

@u

@t
D �u (0.1)

及び波動方程式
@2u

@t2
D �u (0.2)

の解としてそれぞれモデル化される．ここで�は Rd 上の通常の Laplacian

� WD �Rd WD

dX
kD1

@2

@x2
k

(0.3)

である．そこでフラクタル上の熱や波動の伝播に対し同様のモデル化を行う為に
は Laplacianの「フラクタル版」があればよいということになるが，フラクタルに
おいては「素朴な」微分の概念は機能しないため，「フラクタル上の Laplacian
はどのようにして定義すればよいか」がまず問題となる．
この問題に対する解答は主に確率論の立場から，random walkのスケール極限と

してフラクタル上の確率過程を構成しその生成作用素として Laplacianを得る，と
いう手法により与えられた．これは最初にSierpiński gasketの場合にGoldstein [12],
楠岡 [26], Barlow and Perkins [6]らが行い，その後 nested fractals（図 0.2）という
Sierpiński gasketを含むかなり広い範疇の自己相似フラクタルに対して Lindstrøm
[28]が，また Sierpiński carpetの自然な一般化である generalized Sierpiński carpets
（図 0.3）に対して Barlow and Bass [3, 4]がそれぞれ行った．

一方，木上淳氏は同一の Laplacian の解析的手法による構成をまず [17] で
Sierpiński gasket に対して行い，さらに [18, 19, 20] 等を通じて同様の手法を後
臨界有限 (post-critically finite, p.-c.f.)な自己相似集合という nested fractalsを含む
範疇の自己相似フラクタルに適用可能な一般論として整理した．これによって
p.-c.f.自己相似集合上の Laplacianは初歩的な関数解析の知識だけを用いて極めて
初等的に構成できることが明らかになった上に，Laplacianの具体的な計算方法が
与えられたことで更なる研究の進展も促された．Laplacianの解析的な構成の一般
論は最終的に木上氏自身によりmonograph [21]にまとめられ，以来フラクタル上
の解析学の最も基本的な文献の 1つとなっている．

1static, dynamic という言い回しは [21, Introduction] から引用した．
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図 0.2: Nested fractals の例．左上方から順に 2 次元 l 段 Sierpiński gasket (l D

2; 3; 4), 3次元標準（2段）Sierpiński gasket, pentagasket (5-polygasket), heptagasket
(7-polygasket), snowflake, Vicsek集合．各フラクタルに対しその境界点全体の集合
V0 を黒点で示してある．

ただし木上氏による解析的手法は扱えるフラクタルの範疇が p.-c.f.自己相似
集合に限定され，generalized Sierpiński carpetsを取り扱うことはできない．これ
は p.-c.f.自己相似集合が有限個の点を除くことで自身の縮小像同士が交わらない
ようにできる（有限分岐的；特に nested fractals（図 0.2）もこの性質を有する）の
に対し，generalized Sierpiński carpetsでは縮小像同士が無限集合で交わる（無限
分岐的；図 0.3参照）という位相的性質の違いが原因である．P.-c.f.自己相似集合
では適切な有限部分集合の増大列による近似が Laplacianのよい離散近似を与え，
これにより解析の大半を実質的に有限次元空間上の双線型形式の具体的な計算に
帰着させることができる2．一方 generalized Sierpiński carpetsでは無限分岐性のた
めそのような「高精度の」離散近似は本質的に不可能であり，その上の Laplacian
の構成や解析には p.-c.f.自己相似集合の場合とは桁違いに大きな困難を伴う．
本稿は，[21, Chapters 1–3]で述べられている Laplacianの解析的構成の一般論

の主要部分をなるべく簡潔に，かつ完全な証明付きで紹介することを目標としてい
る．本集中講義の参加者・本稿の読者が p.-c.f.自己相似フラクタル上の Laplacian
について具体的な計算を行う為に必要な知識を身につけ，今後のさらなる勉学・
研究の糧としていただけることを期待したい．Generalized Sierpiński carpets（を
はじめとする無限分岐的フラクタル）上の Laplacianについてはあまり理解が進
んでおらず，今後の研究の進展が大いに待たれるところではあるのだが，あまり
にも難しすぎるため本稿では扱わない．最近の論文 [5, 14, 15], M. T. Barlow氏に
よる概説 [2]およびその参考文献を参照のこと．

注意 0.2. 本稿で取り扱うフラクタルの範疇について 1つ注意をしておく．[21]に
倣い，本稿では理想化された厳密な自己相似性を有する自己相似集合（正確な定
義は第 1章で与える）に限定して話を進める．これは数学的必要性からそうせざ

2実際にはむしろ，そのような近似が可能となるように p.-c.f. 自己相似集合というクラスが定義さ
れた，というのが正しい．P.-c.f. 自己相似集合の定義は木上 [18] による．
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図 0.3: Sierpiński carpet,他の 2次元 generalized Sierpiński carpetsとMenger sponge

るを得ないためにそうするのであって，「フラクタル」とは「自己相似集合」の
ことであるなどといった誤解をしないようにしてほしい．そもそも「フラクタル」
という語には「通常の滑らかな曲線や曲面とは著しく異なる性質を有する図形」
程度の曖昧な意味しかなく，「フラクタル」なる概念は数学的に定義された概念
ではない．例えばMandelbrot集合の境界がそうであるように，一般にフラクタル
と見なされている図形の大半はもっと弱い自己相似性しか有しておらず，本稿の
定義の意味での自己相似集合とはならない．
自己相似集合よりも弱い自己相似性しか持たないフラクタルにおいても Lapla-

cianの構成や解析は当然なされるべきであって，自己相似性の意味を確率論的な
形に弱めた randomフラクタルに対する研究をはじめとして現時点でも既に相当
量の研究がある．そうした研究の枠組みは [21]の（従って本稿の）自己相似集合
の枠組みからは外れてしまうが，それでも Laplacianの構成とその解析は大抵の
場合 [21]の手法を適切に改変することで行われており，その意味で [21]の手法は
より一般のフラクタル上の解析学の研究の基礎としても重要である．本稿はその
「基礎」部分を速習してもらうことを目指すものである．

本稿各章の内容は以下の通りである．まず第 1章では自己相似集合の位相的・
幾何学的性質を取り扱い，特に基本的な枠組みとして後臨界有限 (post-critically
finite, p.-c.f.)自己相似構造の定義を与える．第 2章では有限集合上の電気回路構造
の極限として非負定値閉対称双線型形式（Dirichlet形式）を構成する一般的な方
法を与える．なお第 2章の内容は第 1章とは独立しているので，第 1章を読まず
に第 2章を読むことも可能である．最後に第 3章では前章の理論を応用して p.-c.f.
自己相似構造上に自己相似な双線型形式（Dirichlet形式）及び対応する Laplacian
を構成する．
なお，既に述べたように本稿の主要部分は [21, Chapters 1–3]の記述によって

いるが，出典についてのより詳しい情報は各章末に挙げた参考文献リストを参照
のこと．

幾つかの記号
本論に入る前に，本稿を通して使われる幾つかの記号をここで導入しておく．
(1)等式

A WD B

は「Aを B で定義する」の意味に用いる．
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(2) N, Z, Q, R, Cは通常通り自然数全体，整数全体，有理数全体，実数全体，複
素数全体の集合をそれぞれ表す．本稿では Nは 0を含まないと約束する：

N D ¹1; 2; 3; : : : º:

(3)集合 Aに属する元の総数を #Aで表す．#A 2 N [ ¹0; 1ºである．
(4) 集合 X; Y，写像 f W X ! Y と A � X に対し，写像 f jA W A ! Y を
f jA.x/ WD f .x/, x 2 Aにより定める．この f jA を f の Aへの制限という．
(5)空集合;の上限，最大値，下限，最小値は sup ; WD max ; WD 0, inf ; WD min ; WD

1 と約束する．a; b 2 Œ�1; 1�に対し a _ b WD max¹a; bº, a ^ b WD min¹a; bº,
aC WD a _ 0, a� WD �.a ^ 0/と定め，Œ�1; 1�-値関数に対しても同様の記号を
用いるものとする．本稿では関数と言えば Œ�1; 1�-値関数のみを考えるものと
する．
(6) d 2 Nとする．Rd には通常の Euclidノルム j � jを入れる．また d 次実直交
群を O.d/で表す：O.d/ WD ¹U j U は d � d 実行列，U �U D Id º. ただし Id は
d � d 単位行列を表し，実行列M に対しM � はその転置行列を表す．
(7) X を位相空間とする．A � X に対しその X における内部，閉包，境界をそ
れぞれ intX A, A

X
, @X Aで表す．X の Borel �-加法族（X の開集合全体を含む X

における �-加法族のうちで最小のもの）を B.X/で表す．さらに C.X/ WD ¹f j

f W X ! R, f は連続º, f 2 C.X/に対し suppX Œf � WD f �1.R n ¹0º/
X

, kf k1 WD

supx2X jf .x/jとおき，Cc.X/ WD ¹f 2 C.X/ j suppX Œf �はコンパクトºとする．
(8) .X; �/を距離空間，x 2 X とする．r 2 .0; 1/に対し B�.x; r/ WD ¹y 2 X j

�.x; y/ < rº, B�.x; r/ WD ¹y 2 X j �.x; y/ � rº とおき，また A � X に対
し dist�.x; A/ WD infy2A �.x; y/, diam� A WD supy;´2A �.y; ´/ とおく．A � X が
diam� A < 1を満たすとき，Aは �-有界であるという．



第1章

自己相似集合の幾何

本章では自己相似集合の定義とその基本的な幾何学的性質を取り扱う．具体的に
は，まず 1.1節で完備距離空間上の縮小写像の族から自然に自己相似集合が定ま
ることを示し，1.2節で自己相似集合の位相構造が（片側）シフト空間の商空間と
して記述できることをみる．自己相似集合上に Laplacianを構成するという我々
の目的のためには実はこのシフト空間の商空間としての位相構造だけが本質的で
あり，そこで 1.3節で自己相似集合と同様の位相構造を持つ位相空間を「自己相
似構造」として定式化しその基本性質を述べる．この自己相似構造という概念が
自己相似フラクタル上の解析学の枠組みとして以降で中心的な役割を果たす．1.4
節で代表的な自己相似集合の例を紹介した後，1.5節で自己相似構造上の測度の
基本性質，特に自己相似構造上の自然な測度である自己相似測度について定義と
基本的な事実に触れ，最後に 1.6節で自己相似構造が（弧状）連結であるための
簡明な必要十分条件を与える．

1.1 自己相似集合の構成
ここまでに既に何度も「自己相似」という語を使ってきたが，自己相似性とは数
学的にはどのように定式化されるべきだろうか．自己相似性とは「部分と全体が
相似」，もう少し狭義には「自身の相似縮小像によって全体が構成される」とい
う性質のことであるから，その最も単純な定式化は「全空間」K と「相似縮小」
Fi W K ! K が等式

K D
[

i

Fi .K/ (1.1)

を満たす，というものであろう．
本節の目標は，縮小写像の族から (1.1)を満たす集合Kが自然に定まることの

証明である．具体的には，完備距離空間X 上の有限個の縮小写像の族 ¹Fi ºi2S に
対し，X の空でないコンパクト集合K で (1.1)を満たすものが唯 1つ存在するこ
とを示す（定理 1.4）．その為に X の空でないコンパクト集合の全体に Hausdorff
の距離と呼ばれる距離関数を導入するが，これ自身距離空間の幾何学において基
本的な役割を果たす重要な概念である．

7
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注意 1.1. (1.1)において縮小写像が無限個ある場合を考えることもできない訳で
はないが，その場合空間の位相的性質の取り扱いが技術的に極めて難しくなる．
そのような空間は解析の枠組みとしてあまりふさわしくないと思われるので本稿
では扱わず，有限個の縮小写像により (1.1)が満たされる場合のみを取り扱う．

距離空間上の縮小写像（および相似変換）は次のように定義される．

定義 1.2 (縮小写像，相似変換). .X; �/を距離空間とし，f W X ! X とする．
(1)ある ˛ 2 .0; 1/が存在して任意の x; y 2 X に対し �.f .x/; f .y// � ˛�.x; y/と
なるとき，f は .X; �/上の縮小写像 (contraction)であるという．
(2)ある ˛ 2 .0; 1/が存在して任意の x; y 2 X に対し �.f .x/; f .y// D ˛�.x; y/

となるとき，f は .X; �/上の相似変換 (similitude)であるといい，˛ を f の相似
率 (similarity ratio)という．さらに相似率 ˛ が ˛ < 1を満たすとき，f を .X; �/

上の相似縮小 (contractive similitude), ˛を f の縮小率 (contraction ratio)という．

明らかに，縮小写像および相似変換は連続写像であり，また相似縮小は縮小
写像である．よく知られていることであるが，Euclid空間 Rd 上の相似変換に対
しては次が成り立つ．

演習 1.1. d 2 Nとし，f を相似率 ˛ を持つ Rd 上の相似変換とする．このとき
U 2 O.d/と b 2 Rd が存在して任意の x 2 Rd に対し f .x/ D ˛Ux C bとなるこ
とを示せ．

縮小写像に対し次の定理は基本的である．

定理 1.3 (縮小写像の原理). .X; �/を完備距離空間とし，f を .X; �/上の縮小写像
とする．このとき f .xf / D xf を満たす xf 2 X が唯 1つ存在する．さらに任意の
x 2 Xに対し，¹f n.x/ºn2N � Xを帰納的にf 1.x/ WD f .x/, f nC1.x/ WD f .f n.x//

で定めると .X; �/において limn!1 f n.x/ D xf .

証明. 定義 1.2-(1)のような ˛ 2 .0; 1/を取る．x 2 X を任意に取って固定し，主
張のように ¹f n.x/ºn2N � X を定める．このとき m < nなる m; n 2 Nに対し

�.f m.x/; f n.x// �

n�1X
kDm

�.f k.x/; f kC1.x//

�

n�1X
kDm

˛k�.x; f .x// �
˛m

1 � ˛
�.x; f .x//

m!1
����! 0

となるので，¹f n.x/ºn2Nは .X; �/における Cauchy列である．よって .X; �/の完
備性の仮定から xf 2 X が存在して .X; �/において limn!1 f n.x/ D xf .すると
n 2 Nに対し

�.xf ; f .xf // � �.xf ; f nC1.x// C �.f nC1.x/; f .xf //

� �.xf ; f nC1.x// C ˛�.f n.x/; xf /
n!1
����! 0

であるから �.xf ; f .xf // D 0となり，従って f .xf / D xf である．
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次に y 2 X が f .y/ D y を満たすとすると，�.y; xf / D �.f .y/; f .xf // �

˛�.y; xf / なので .1 � ˛/�.y; xf / � 0，従って �.y; xf / D 0 となり y D xf であ
る．よって f .y/ D y を満たす y 2 X は xf に限る．さらに前段落の x 2 X は任
意に取って固定していたので，定理の後半の主張も従う．

次が本節の主定理である．

定理 1.4. .X; �/を完備距離空間，S を空でない有限集合とし，i 2 S に対し fi W

X ! X を .X; �/上の縮小写像とする．このときX の空でないコンパクト集合K

で
K D

[
i2S

fi .K/ (1.2)

を満たすものが唯 1つ存在する．さらに X の空でないコンパクト集合 Aに対し
ˆ.A/ WD

S
i2S fi .A/とし，また帰納的にˆ1.A/ WD ˆ.A/, ˆnC1.A/ WD ˆ.ˆn.A//

と定めるとき，任意の X の空でないコンパクト集合 Aに対し

K D

1\
nD1

1[
kDn

ˆk.A/

X

: (1.3)

特にXの空でないコンパクト集合Aに対し，A � ˆ.A/ならばK D
S1

nD1 ˆn.A/
X

であり，また ˆ.A/ � AならばK D
T1

nD1 ˆn.A/である．

定義 1.5 (自己相似集合). .X; �/を完備距離空間，Sを空でない有限集合とし，i 2 S

に対し fi W X ! X を .X; �/上の縮小写像とする．このとき（定理 1.4により存
在が保証された）(1.2)を満たす唯 1つの X のコンパクト集合 K を ¹fi ºi2S から
決まる自己相似集合 (self-similar set)という．

注意 1.6. 自己相似集合という語はもっと狭い意味で用いられる場合もあるので注
意されたい．1つのよくある流儀としては，各 fi が相似縮小である場合の K を
「自己相似集合」と呼び，各 fi が Rd 上の縮小写像かつ affine写像（ある d � d

実行列 Aと x 2 Rd により x 7! Ax C b で与えられる写像）である場合の K を
「自己 affine集合」(“self-affine set”)と呼ぶというものである．本稿ではそのよう
な言い回しはせず，自己相似集合という語は常に定義 1.5の意味に用いる．

以下，本節の残りで定理 1.4の証明を行う．主な方針は

X の空でないコンパクト集合全体の上に完備な距離を導入し，定理 1.4の
ˆがその距離の下で縮小写像になっていることを示し定理 1.3を適用する

というものである．ここでいう「完備な距離」は次の定理により与えられる．

定理 1.7 (Hausdorffの距離). .X; �/を距離空間とする．A � X , s 2 .0; 1/に対し
Us.A/ WD ¹x 2 X jある y 2 Aにより �.x; y/ � sº D

S
y2A B�.y; s/とおき，

K.X/ WD ¹A j Aは X の空でないコンパクト部分集合º; (1.4)
ı�.A; B/ WD inf¹s 2 .0; 1/ j Us.A/ � B かつ Us.B/ � Aº; A; B 2 K.X/ (1.5)
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と定義する．このとき ı� は K.X/上の距離関数であり，A 2 K.X/, ¹Anºn2N �

K.X/に対し limn!1 ı�.An; A/ D 0ならば A D
T1

nD1

S1

kDn Ak

X
である．さら

に .X; �/が可分なら .K.X/; ı�/も可分であり，.X; �/が完備なら .K.X/; ı�/も完
備である．（ı�を距離空間 .X; �/上のHausdorffの距離 (Hausdorff metric)という．）

証明. まず X の空でない有限集合はコンパクトなのでK.X/の元であり，従って
K.X/ 6D ;であることを注意しておく．A; B 2 K.X/とする．明らかに ı�.A; A/ D

0, ı�.A; B/ D ı�.B; A/ 2 Œ0; 1�である．また a 2 A, b 2 BとするとA; Bのコンパ
クト性よりmaxx2A �.x; b/, maxy2B �.a; y/が存在し，よって s � maxx2A �.x; b/_

maxy2B �.a; y/ なる s 2 .0; 1/ に対し Us.A/ � B�.a; s/ � B かつ Us.B/ �

B�.b; s/ � Aとなるので ı�.A; B/ < 1.
次に ı�.A; B/ D 0と仮定して A D B を示す．x 2 Aとする．ı�.A; B/ D 0よ

り，任意の " 2 .0; 1/に対し s 2 .0; "/が存在してA � Us.B/であるから，y 2 B

が存在して �.x; y/ � s < "となる．従って x 2 B
X，ゆえに A � B

X であるが，
B はコンパクトなので特にX の閉部分集合であり，よって A � B

X
D B となる．

B � Aも同様にして示され，これより ı�.A; B/ D 0ならば A D B である．
3角不等式を示すために，C 2 K.X/とし s 2 .ı�.A; C /; 1/, t 2 .ı�.C; B/; 1/

とする．このとき s0 2 .0; s/, t 0 2 .0; t/が存在して A � Us0.C / � Us.C /, C �

Ut 0.B/ � Ut .B/である．従って x 2 Aとするとある ´ 2 C により �.x; ´/ � s,さ
らにある y 2 B により �.´; y/ � t となるので �.x; y/ � �.x; ´/ C �.´; y/ � s C t ,
よって x 2 UsCt .B/となり A � UsCt .B/が分かる．同様に B � UsCt .A/も分か
るので，ı�.A; B/ � s C t であり，s # ı�.A; C /, t # ı�.C; B/として ı�.A; B/ �

ı�.A; C / C ı�.C; B/を得る．以上より ı� はK.X/上の距離関数である．
A 2 K.X/, ¹Anºn2N � K.X/は limn!1 ı�.An; A/ D 0を満たすとする．" 2

.0; 1/とする．このとき N 2 Nが存在して任意の k � N に対し ı�.Ak ; A/ < ",
従って A � U".Ak/ かつ Ak � U".A/ となる．さて n 2 N, x 2 A とすると，
A � U".An_N /であるから y 2 An_N �

S
kDn Ak が存在して �.x; y/ � "とな

り，よって x 2
S

kDn Ak

X
.従って A �

S
kDn Ak

X であり，n 2 Nは任意だった
ので A �

T1

nD1

S
kDn Ak

X となる．他方，上記の " 2 .0; 1/と N 2 Nに対しS1

kDN Ak � U".A/なので
T1

nD1

S1

kDn Ak

X
�
S1

kDN Ak

X
� U".A/

X となり，こ
こで " 2 .0; 1/は任意なので

T1

nD1

S1

kDn Ak

X
�
T

"2.0;1/ U".A/
X

D A
X

D A.

次に .X; �/は可分であると仮定し，Y
X

D Xであるような可算部分集合Y � X

を取る．A 2 K.X/, " 2 .0; 1/とする．このときA �
S

x2A B�.x; "=2/であるが，A

はコンパクトなのでAの有限部分集合Bが存在してA �
S

x2B B�.x; "=2/となる．
するとB 2 K.X/であり，B � A � U"=2.A/, A � U"=2.B/となるので ı�.A; B/ �

"=2. 一方，Y
X

D Xであることから各 x 2 Bに対し yx 2 Y が存在して �.x; yx/ <

" となり，そこで Z WD ¹yx j x 2 Bº とすると Z は Y の有限部分集合であり
B � U"=2.Z/, Z � U"=2.B/を満たす．よって ı�.B; Z/ � "=2,従って ı�.A; Z/ �

ı�.A; B/Cı�.B; Z/ � ". これはKfin.Y / WD ¹Z j Z は Y の空でない有限部分集合º

が .K.X/; ı�/において稠密であることを意味し，かつ Y が可算集合なのでKfin.Y /

も可算集合である．よって .X; �/が可分のとき .K.X/; ı�/も可分である．
最後に .X; �/は完備と仮定し .K.X/; ı�/の完備性を示す．¹Anºn2N � K.X/を

.K.X/; ı�/における Cauchy列とし，n 2 Nに対し Bn WD
S1

kDn Ak

X
とおく．こ
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のときBnはX のコンパクト集合であることを示そう．" 2 .0; 1/とする．N 2 N
が存在して任意の m; k � N に対し ı�.Am; Ak/ < "=2, よって Ak � U"=2.Am/

となる．AN はコンパクトで AN �
S

x2AN
B�.x; "=2/なので，AN の有限部分

集合 P が存在して AN �
S

x2P B�.x; "=2/ となり，これにより任意の k � N

に対し Ak � U"=2.AN / �
S

x2P B�.x; "/. 1 � k < N に対しては Ak のコン
パクト性より Ak の有限部分集合 Pk を Ak �

S
x2Pk

B�.x; "/ となるように選
べるので，P0 WD P [

S
1�k<N Pk とおけば P0 は

SN
kD1 Ak の有限部分集合でS1

nD1 An �
S

x2P0
B�.x; "/,従って Bn � B1 � U".P0/となる．これは Bn が距

離 �について全有界であることを意味し，また Bnは完備距離空間 .X; �/の閉集
合であるからそれ自身距離 �について完備である．よって Bn は �について全有
界かつ完備，従ってコンパクトである．
今，任意の n 2 Nについて Bn 2 K.X/,かつ明らかに BnC1 � Bnであるから，

A WD
T1

nD1 BnとするとA 2 K.X/である．前段落の " 2 .0; 1/とN 2 Nに対し，
k � m � N ならば Ak � U"=2.Am/であるので A � Bm � U"=2.Am/

X
� U".Am/.

他方 B1 � .X n A/ [
S

x2A B�.x; "/ D
S1

nD1.X n Bn/ [
S

x2A B�.x; "/と B1 の
コンパクト性から有限集合 I � Nと P � Aが存在して B1 �

S
n2I .X n Bn/ [S

x2P B�.x; "/ � U".A/ [
S

n2I .X n Bn/となり，I D ;のときは B1 � U".A/,
I 6D ;のときは Bmax I � B1 � .X n Bmax I / [ U".A/より Bmax I � U".A/とな
る．よっていずれにしてもN0 2 Nが存在して BN0

� U".A/となり，従って任意
の m � N0 に対し Am � Bm � BN0

� U".A/. ゆえに任意の n � N _ N0 に対し
ı�.Am; A/ � "であるので，limn!1 ı�.An; A/ D 0が得られ，よって .K.X/; ı�/

は完備である．

後は K.X/ 3 A 7!
S

i2S fi .A/ DW ˆ.A/が .K.X/; ı�/上の縮小写像を定める
ことを示せばよい．まず次の 2つの補題を示そう．

補題 1.8. .X; �/を距離空間とするとき，A1; A2; B1; B2 2 K.X/に対し

ı�.A1 [ A2; B1 [ B2/ � ı�.A1; B1/ _ ı�.A2; B2/: (1.6)

証明. s 2 .ı�.A1; B1/_ı�.A2; B2/; 1/とすると i 2 ¹1; 2ºに対しAi � Us.Bi /かつ
Bi � Us.Ai /.すると容易にA1 [A2 � Us.B1 [B2/およびB1 [B2 � Us.A1 [A2/

が分かり，よって ı�.A1 [ A2; B1 [ B2/ � sとなる．これより (1.6)が従う．

補題 1.9. .X; �/を距離空間，f W X ! X を .X; �/上の縮小写像とし，定義 1.2-(1)
のように˛ 2 .0; 1/を取るとき，A; B 2 K.X/に対し ı�.f .A/; f .B// � ˛ı�.A; B/.

証明. まず f は連続なので f .A/; f .B/ 2 K.X/であることを注意しておく．s 2

.ı�.A; B/; 1/とすると，A � Us.B/かつ B � Us.A/であり，これと f に対する
仮定から容易に f .A/ � U˛s.f .B//かつ f .B/ � U˛s.f .A//であることが分かる．
よって ı�.f .A/; f .B// � ˛s,ゆえに ı�.f .A/; f .B// � ˛ı�.A; B/となる．

命題 1.10. .X; �/を距離空間，Sを空でない有限集合とし，i 2 Sに対しfi W X ! X

を .X; �/上の縮小写像とする．A 2 K.X/に対し ˆ.A/ WD
S

i2S fi .A/とおくと
ˆ.A/ 2 K.X/であり，ˆ W K.X/ ! K.X/は .K.X/; ı�/上の縮小写像である．
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証明. まず，A 2 K.X/に対し ˆ.A/ D
S

i2S fi .A/は X のコンパクト集合の有
限個の和集合なのでコンパクトであり，よって ˆ.A/ 2 K.X/である．各 i 2 S

に対し，fi が定義 1.2-(1) の条件を満たすように ˛i 2 .0; 1/ を取る．このとき
A; B 2 K.X/に対し補題 1.8と補題 1.9を順に用いると

ı�.ˆ.A/; ˆ.B// D ı�

�S
i2S fi .A/;

S
i2S fi .B/

�
� maxi2S ı�.fi .A/; fi .B// �

�
maxi2S ˛i

�
ı�.A; B/:

(1.7)

maxi2S ˛i 2 .0; 1/なので，(1.7)より ˆは .K.X/; ı�/上の縮小写像である．

定理 1.4の証明. 定理 1.7より .K.X/; ı�/は完備距離空間であり，命題 1.10より
ˆはその上の縮小写像である．よって定理 1.3により，ˆ.K/ D K すなわち (1.2)
を満たす K 2 K.X/ が唯 1 つ存在する．さらに任意の A 2 K.X/ に対し，定
理 1.3 の後半の主張から limn!1 ı�.ˆn.A/; K/ D 0 となり，よって定理 1.7 よ
り K D

T1

nD1

S1

kDn ˆk.A/
X

. 最後の主張は A � ˆ.A/ならば任意の n 2 Nに
対し ˆn.A/ � ˆnC1.A/ であり，また ˆ.A/ � A ならば任意の n 2 N に対し
ˆnC1.A/ � ˆn.A/となることと (1.3)から従う．

1.2 シフト空間と自己相似集合
本節では，自己相似集合の位相構造を記述するための基本的な道具として（片側）
シフト空間を導入する．本節の定理 1.14から分かるように，自己相似集合は実は
位相空間としてはシフト空間の商空間として実現される．
まず，本稿を通して使われる基本的な記号を準備する，

定義 1.11. S を空でない有限集合とする．
(1) m 2 Nに対し Wm.S/ WD Sm D ¹w1 : : : wm j 各 i 2 ¹1; : : : ; mºに対し wi 2 Sº

とし，W0.S/ WD ¹;ºとする．ここで ;は空語 (empty word)と呼ばれる特別な元
である．さらに W�.S/ WD

S
m2N[¹0º Wm.S/とおく．各 w 2 W�.S/は語 (word)

と呼ばれる．語 w 2 W�.S/に対し，w 2 Wm.S/となる唯 1つの m 2 N [ ¹0ºを
jwjで表し w の長さという．w; v 2 W�.S/, w D w1 : : : wm, v D v1 : : : vn に対し
wv 2 W�.S/をwv WD w1 : : : wmv1 : : : vn (w; WD w, ;v WD v)で定め，さらに容易
に分かるように w; v; u 2 W�.S/に対し .wv/u D w.vu/であることに注意して，
k � 3と ¹w.j /ºk

j D1 � W�.S/に対し帰納的にw.1/ : : : w.k/ WD .w.1/ : : : w.k�1//w.k/

と定める．w 2 W�.S/, n 2 N[¹0ºに対しwn WD w : : : w（n個のwの積）とおく．
(2) †.S/ WD SN D ¹!1!2!3 : : : j 各 i 2 Nに対し !i 2 Sºと定める．S を離散位
相により位相空間とし，†.S/ D SNは常に S の直積空間としての積位相により位
相空間と見なすものとする．†.S/を（片側）シフト空間 ((one-sided) shift space)
という．シフト写像 � W †.S/ ! †.S/を �.!1!2!3 : : : / WD !2!3!4 : : : で定義
し，また i 2 S に対し �i W †.S/ ! †.S/を �i .!1!2!3 : : : / WD i!1!2!3 : : : で定
める．! D !1!2!3 : : : 2 †.S/とm 2 N [ ¹0ºに対し Œ!�m WD !1 : : : !m 2 Wm.S/

とおく．
(3) w D w1 : : : wm 2 W�.S/に対し �w WD �w1

ı � � � ı�wm
(�; WD id†.S/), †w.S/ WD

�w.†.S//とおき，またw 6D ;のとき語wの並びwww : : : を自然な方法で†.S/

の元と見なし w1 とおく：w1 WD www : : : 2 †.S/.



1.2. シフト空間と自己相似集合 13

注意 1.12. 単にシフト空間という場合，両側シフト空間 (two-sided shift space) SZ D

¹: : : !�2!�1!0!1!2 : : : j 各 i 2 Zに対し !i 2 Sºを指すこともあるので注意され
たい．†.S/ D SNと SZの区別を明示する必要がある場合に，前者を片側シフト
空間，後者を両側シフト空間と呼ぶのである．本稿では片側シフト空間しか用い
ないので，以下単にこれをシフト空間と呼ぶ．

実は†.S/を適当な距離で距離付けることにより，各 i 2 S に対し �i が†.S/

上の相似縮小であり，†.S/が ¹�i ºi2S から決まる自己相似集合であるようにする
ことができる．すなわち次の定理が成り立つ．

定理 1.13. S を空でない有限集合とし，˛ 2 .0; 1/とする．!; � 2 †.S/に対し，
! D � のとき ı˛.!; �/ WD 0, ! 6D � のとき ı˛.!; �/ WD ˛min¹m2NjŒ!�m 6DŒ��mº�1 と
おく．このとき ı˛ は †.S/上の距離関数であり，任意の !; �; � 2 †.S/に対し
ı˛.!; �/ � ı˛.!; �/_ı˛.�; �/を満たす．さらに .†.S/; ı˛/はコンパクト，各 i 2 S

に対し �i は相似率 ˛の .†.S/; ı˛/上の相似縮小であり，†.S/は ¹�i ºi2S から決
まる自己相似集合である．

証明. !; �; � 2 †.S/とする．明らかに ı˛.!; �/ D ı˛.�; !/ 2 Œ0; 1�であり，また
! D � と ı˛.!; �/ D 0 とは同値である．さらに min¹m 2 N j Œ!�m 6D Œ� �mº �

min¹m 2 N j Œ!�m 6D Œ��mº ^ min¹m 2 N j Œ��m 6D Œ� �mº（ただし min ; WD 1）
であることから ı˛.!; �/ � ı˛.!; �/ _ ı˛.�; �/ � ı˛.!; �/ C ı˛.�; �/が得られる．
よって ı˛ は †.S/上の距離関数である．
次に .†.S/; ı˛/がコンパクトであることを示す．その為には任意の ¹!nºn2N �

†.S/ が .†.S/; ı˛/ において収束する部分列を持つことを示せばよい．m 2 N
とし，狭義単調増加列 ¹n.m � 1; k/ºk2N � N が与えられたとする．このとき
w.m/ 2 Wm.S/と狭義単調増加列 ¹n.m; k/ºk2N を次のように選ぶ．まず Wm.S/

は有限集合なので，¹k 2 N j Œ!n.m�1;k/�m D w.m/º が無限集合であるように
w.m/ 2 Wm.S/を選ぶことができ，そこで ¹n.m; k/ºk2Nを，無限集合 ¹n.m�1; k/ j

k 2 N, Œ!n.m�1;k/�m D w.m/ºの元を小さいものから順に並べたものとして定める．
w.0/ WD ; 2 W0.S/,また ¹n.0; k/ºk2N � Nを n.0; k/ WD k で定めて上記の選出を
帰納的に行うことにより，各 m 2 N [ ¹0ºに対し w.m/ 2 Wm と狭義単調増加列
¹n.m; k/ºk2N � Nが得られ，これらは任意の k 2 Nに対し Œ!n.m;k/�m D w.m/を満
たし，かつ ¹n.m; k/ºk2Nは ¹n.m�1; k/ºk2Nの部分列である．すると特に各m 2 N
に対し，Œ!n.m;1/�m D w.m/, Œ!n.m;1/�m�1 D w.m�1/なので，w.m/ D w.m�1/!mと
なる !m 2 S が存在する．! 2 †.S/を ! WD !1!2!3 : : : で定め，k 2 Nに対し
nk WD n.k; k/とおけば ¹nkºk2N � Nは狭義単調増加列であって，k 2 Nとすると
Œ!nk �k D Œ!n.k;k/�k D w.k/ D !1 : : : !k D Œ!�k ,従って ı˛.!nk ; !/ � ˛k となるの
で limk!1 ı˛.!nk ; !/ D 0.よって .†.S/; ı˛/はコンパクトである．
各 i 2 S に対し �i が相似率 ˛ の .†.S/; ı˛/上の相似縮小であることは ı˛ の

定義から明らかであり，また †.S/ D
S

i2S ¹!1!2!3 : : : 2 †.S/ j !1 D iº DS
i2S �i .†.S//であるので，†.S/は ¹�i ºi2S から決まる自己相似集合である．

演習 1.2. S を空でない有限集合とし，˛ 2 .0; 1/とする．このとき定理 1.13の距
離関数 ı˛ が †.S/ D SN の積位相を距離付けていること，すなわち †.S/ D SN

の積位相が距離関数 ı˛ から定まる †.S/の位相と一致することを示せ．

一般の自己相似集合とシフト空間は次の定理により関係付けられる．
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定理 1.14. .X; �/ を完備距離空間，S を空でない有限集合とし，i 2 S に対し
fi W X ! X を .X; �/上の縮小写像とする．K を ¹fi ºi2S から決まる自己相似集
合とし，i 2 S に対し Fi WD fi jK W K ! K,さらに w D w1 : : : wm 2 W�.S/に対
し Fw WD Fw1

ı � � � ı Fwm
(F; WD idK), Kw WD Fw.K/とおく．このとき，任意の

! 2 †.S/に対して #
�T1

mD1 KŒ!�m

�
D 1であり，�.!/ 2 K を

T1

mD1 KŒ!�m の唯
1つの元として定めると � W †.S/ ! Kは連続な全射である．さらに任意の i 2 S

に対し Fi ı � D � ı �i .

証明. ! D !1!2!3 : : : 2 †.S/, n 2 Nとする．このとき K が X の空でないコン
パクト集合なので KŒ!�n D FŒ!�n.K/も X の空でないコンパクト集合であり，ま
た KŒ!�nC1

D FŒ!�n.K!nC1
/ � FŒ!�n.K/ D KŒ!�n ,よって ¹KŒ!�mºm2N は X の空で

ないコンパクト集合の非増加列となるので
T1

mD1 KŒ!�m 6D ;.また各 i 2 S に対し
fi が定義 1.2-(1)の条件を満たすように ˛i 2 .0; 1/を取ると，x; y 2 Kに対し容易
に �.FŒ!�n.x/; FŒ!�n.y// � ˛!1

� � � ˛!n
�.x; y/がわかるので diam�

�T1

mD1 KŒ!�m

�
�

diam� KŒ!�n � ˛!1
: : : ˛!n

diam� Kとなり，n ! 1として diam�

�T1

mD1 KŒ!�m

�
D

0を得る．よって #
�T1

mD1 KŒ!�m

�
D 1である．

" 2 .0; 1/ とし，m 2 N を ˛!1
� � � ˛!m

diam� K � " となるように取る．
� 2 †Œ!�m.S/ とすると，Œ!�m D Œ� �m なので �.!/; �.�/ 2 KŒ!�m であり，従っ
て �.�.!/; �.�// � ˛!1

� � � ˛!m
diam� K � ". †Œ!�m.S/は †.S/における ! の開

近傍なので，これは � W †.S/ ! K が ! において連続であることを示している．
よって � は連続である．

i 2 S とすると，Fi .�.!// 2 Ki D KŒ�i .!/�1 , また任意の m 2 N に対し
Fi .�.!// 2 Fi .KŒ!�m/ D KŒ�i .!/�mC1

であるので Fi .�.!// 2
T1

mD1 KŒ�i .!/�m ,
よって Fi .�.!// D �.�i .!//となり，従って Fi ı � D � ı �i .
定理 1.13（と演習 1.2）より †.S/ はコンパクトであるので，� の連続性よ

り �.†.S//は X の空でないコンパクト集合であり，また
S

i2S fi .�.†.S/// DS
i2S Fi .�.†.S/// D

S
i2S �.�i .†.S/// D �

�S
i2S †i .S/

�
D �.†.S//となる．

すなわち �.†.S//は ¹fi ºi2S から決まる自己相似集合であり，その一意性（定理
1.4）からK D �.†.S//.つまり � W †.S/ ! K は全射である．

演習 1.3. X をコンパクト位相空間，Y を Hausdorff 位相空間，f W X ! Y を
連続な全射とするとき，f は商写像であること，すなわち Y の開集合系は ¹A �

Y j f �1.A/は X の開集合ºに等しいことを示せ．（これより特に定理 1.14の � W

†.S/ ! K が商写像であることがわかる．）

1.3 自己相似構造
フラクタル自身を状態空間としてその上で解析学を展開するという立場からは，
フラクタルの位相構造だけが本質的である．例えば Koch曲線上の現象を考える
場合，Koch曲線と単位区間 Œ0; 1�の間には（後に例 1.32でも見るように）自然な
同相写像が存在し，それを通して Koch曲線上の現象は対応する Œ0; 1�上の現象に
容易に翻訳できるので，Koch曲線の代わりに Œ0; 1�を考えておけば事足りる．
自己相似集合の幾何学的構造を純粋にその位相構造だけに着目して記述する

ために木上 [18]により導入されたのが，次に定義する自己相似構造の概念である．
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定義 1.15 (自己相似構造). Kを距離化可能なコンパクト位相空間，Sを空でない有
限集合とし，各 i 2 S に対し Fi W K ! Kを連続な単射とする．w D w1 : : : wm 2

W�.S/に対し Fw WD Fw1
ı � � � ı Fwm

(F; WD idK), Kw WD Fw.K/と定める．
連続な全射 � W †.S/ ! K が存在して任意の i 2 S に対して Fi ı � D � ı �i

となるとき，L WD .K; S; ¹Fi ºi2S /は自己相似構造 (self-similar structure)であると
いい，� W †.S/ ! K を Lに対応する自然な射影 (canonical projection)という．

命題 1.16. L D .K; S; ¹Fi ºi2S /を自己相似構造とする．このとき任意の ! 2 †.S/

に対し ¹�.!/º D
T1

mD1 KŒ!�m であり，特に Lに対応する自然な射影 � W †.S/ !

K は一意的に定まる．

証明. ! 2 †.S/とする．w D w1 : : : wm 2 W�.S/に対し自己相似構造の定義から
容易に Fw ı � D � ı �w が従うので，m 2 Nに対し �.!/ D �.�Œ!�m.�m.!/// D

FŒ!�m.�.�m.!/// 2 KŒ!�m となり，よって �.!/ 2
T1

mD1 KŒ!�m .
一方 x 2 K n ¹�.!/ºとすると，K n ¹xºはK における �.!/の開近傍なので，

�の連続性から n 2 Nが存在して†Œ!�n.S/ � ��1.K n¹xº/となり，よって �の全
射性により KŒ!�n D FŒ!�n.�.†.S/// D �.�Œ!�n.†.S// D �.†Œ!�n.S// � K n ¹xº

となるので
T1

mD1 KŒ!�m � KŒ!�n � K n ¹xº.すなわち任意の x 2 K n ¹�.!/ºに対
し x 62

T1

mD1 KŒ!�m となり，よって
T1

mD1 KŒ!�m � ¹�.!/º.

注意 1.17. 実は定義 1.15において，「Kは距離化可能なコンパクト位相空間」の仮定
を「KはHausdorff位相空間」に弱めても同値な定義が得られる．実際，距離化可
能なコンパクト位相空間X からHausdorff位相空間 Y への連続な全射 f W X ! Y

があるとき Y はコンパクトかつ距離化可能であることが証明できる．この事実の
証明は例えば Bourbaki [8, Chapter IX, �2, no. 10, Proposition 17]を参照のこと．

定義 1.18. .X; �/ を完備距離空間，S を空でない有限集合とし，i 2 S に対し
fi W X ! X は単射でありかつ .X; �/上の縮小写像であるとする．Kを ¹fi ºi2S か
ら決まる自己相似集合とし，i 2 S に対し Fi WD fi jK W K ! K とおく．このとき
定理 1.14によってL WD .K; S; ¹Fi ºi2S /は自己相似構造である．このLを ¹fi ºi2S

から決まる自己相似構造という．

定義 1.19. j D 1; 2に対し Lj D
�
K.j /; S .j /;

®
F

.j /
i

¯
i2S.j /

�
を自己相似構造とし，

�j を Lj に対応する自然な射影とする．' W S .1/ ! S .2/ に対し，�' W †.S .1// !

†.S .2//を �'.!1!2!3 : : : / WD '.!1/'.!2/'.!3/ : : : で定める．全単射 ' W S .1/ !

S .2/ が存在して，!; � 2 †.S .1//に対し �1.!/ D �1.�/と �2.�'.!// D �2.�'.�//

が同値になるとき，L2 は L1 に同型 (isomorphic)であるという．

明らかに「L2 が L1 に同型」という関係は自己相似構造の間の同値関係であ
る．同型な 2つの自己相似構造は位相空間として実質的に同一であると見なすこ
とができる．実際，次が成り立つ．

命題 1.20. j D 1; 2に対し Lj D
�
K.j /; S .j /;

®
F

.j /
i

¯
i2S.j /

�
を自己相似構造とし，

�j をLj に対応する自然な射影とする．このときL2がL1に同型であるためには，
全単射 ' W S .1/ ! S .2/ と同相写像 f W K.1/ ! K.2/ が存在して �2 ı �' D f ı �1

となることが必要十分である．

証明. 十分性は明らかであるから，必要性を示そう．定義 1.19の性質を満たす全
単射 ' W S .1/ ! S .2/が与えられたとする．f W K.1/ ! K.2/を，x 2 K.1/に対し，
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! 2 ��1
1 .x/を任意に取って f .x/ WD �2.�'.!//とおくことで定める．ここで右辺

の �2.�'.!//が ! 2 ��1
1 .x/に依存しないことは ' に対する仮定から明らかであ

り，また定義より明らかに f は �2 ı �' D f ı �1 を満たす．さらに f は閉写像，
すなわちK.1/の閉集合 F に対し f .F /はK.2/の閉集合である．実際，f の定義
より f .F / D �2 ı �'.��1

1 .F //であり，��1
1 .F /は†.S .1//の閉集合であるからコ

ンパクト，�2 ı �' W †.S .1// ! K.2/ は連続だから f .F / D �2 ı �'.��1
1 .F //もコ

ンパクト集合の連続像としてK.2/のコンパクト集合，特にK.2/の閉集合となる．
'�1 W S .2/ ! S .1/ を用いて同様に閉写像 g W K.2/ ! K.1/ を定義することが

でき，すると定義より明らかに g ı f D idK.1/ , f ı g D idK.2/ が成り立つ．よっ
て f; gは互いに逆の全単射であり，g D f �1 が閉写像だから f は連続，f が閉
写像だから g D f �1 も連続，よって f は同相写像である．

以下混同の恐れがない限り，与えられた自己相似構造 L D .K; S; ¹Fi ºi2S /に
対し �はLに対応する自然な射影 � W †.S/ ! Kを表すものとし，一々断らない．
次の定義は自己相似構造の位相構造を記述する際に本質的な役割を果たす．

定義 1.21 (臨界集合，後臨界集合). L D .K; S; ¹Fi ºi2S /を自己相似構造とする．
CL;K � K と CL;PL � †.S/を

CL;K WD
[

i;j 2S; i 6Dj

.Ki \ Kj /; CL WD ��1.CL;K/; PL WD

1[
nD1

�n.CL/ (1.8)

で定義する．CLを Lの臨界集合 (critical set), PLを Lの後臨界集合 (post-critical
set)と呼ぶ．さらに m 2 N [ ¹0ºに対し Vm.L/ � K を帰納的に

V0.L/ WD �.PL/; VmC1.L/ WD
[
i2S

Fi .Vm.L// (1.9)

で定義し，V�.L/ WD
S1

mD0 Vm.L/とおく．

注意 1.22. 上の「臨界集合」「後臨界集合」および後の定義 1.28-(1)の「後臨界有
限」は筆者が便宜上付した和訳であり，標準的な訳語として定着したものではない
し，このような訳語が使われているのを見たこともない．本講義中でも口頭では
専ら英語の “critical set”, “post-critical set”, “post-critically finite (p.-c.f.)”を用いる．

以下混同の恐れがない限り，与えられた空でない有限集合 S に対し Wm.S/,
W�.S/, †.S/, †w.S/をそれぞれ単にWm, W�, †, †w と記し，また与えられた自
己相似構造 L D .K; S; ¹Fi ºi2S /に対し CL;K , CL, PL, Vm.L/, V�.L/をそれぞれ単
に CK , C, P , Vm, V� と記す．

例 1.23. R 上の相似縮小 f1; f2 W R ! R を f1.x/ WD x=2, f2.x/ WD .x C 1/=2

で定めるとき，明らかに Œ0; 1� D f1.Œ0; 1�/ [ f2.Œ0; 1�/であるので K WD Œ0; 1�は
¹fi ºi2¹1;2ºから決まる自己相似集合であり，i 2 ¹1; 2ºに対し Fi WD fi jK とおくと
定理 1.14によりL WD .K; ¹1; 2º; ¹Fi ºi2¹1;2º/は自己相似構造である．i 2 ¹1; 2ºに対
しFi .�.i1// D �.i1/なので定理 1.3の一意性の主張から�.11/ D 0, �.21/ D 1

であり，さらに 1 62 K1, 0 62 K2 から容易に ��1.0/ D ¹11º, ��1.1/ D ¹21ºが
分かる．また明らかに 1=2 D F1.�.21// D F2.�.11//, CK D K1 \ K2 D ¹1=2º.
そこで ! D !1!2!3 : : : 2 ��1.1=2/とするとき，!1 D 1ならば F1.1/ D 1=2 D



1.3. 自己相似構造 17

F1.�.�.!/// なので �.�.!// D 1, よって �.!/ D 21, ! D 121 となり，ま
た !1 D 2 ならば F2.0/ D 1=2 D F2.�.�.!/// なので �.�.!// D 0, よって
�.!/ D 11, ! D 211 となる．ゆえに C D ��1.CK/ D ��1.1=2/ D ¹121; 211º

であり，従って P D ¹11; 21º, V0 D ¹0; 1º, V1 D ¹0; 1=2; 1º.
より一般に x 2 K が #��1.x/ � 2 を満たすとき，ある w 2 W� が存在し

て ��1.x/ D ¹w121; w211º となる．実際，!; � 2 ��1.x/, ! 6D � とすると，
n WD min¹m 2 N j Œ!�m 6D Œ� �mº � 1, w WD Œ!�n とおけば x D Fw.�.�n.!/// D

Fw.�.�n.�///, Fw の単射性より �.�n.!// D �.�n.�// 2 CK となり，よって
¹�n.!/; �n.�/º D ¹121; 211º, ¹!; �º D �w.¹121; 211º/ D ¹w121; w211º. そ
こでさらに u 2 ��1.x/ とすれば同様にしてある v 2 W� により ¹u; w121º D

¹v121; v211ºもしくは ¹u; w211º D ¹v121; v211ºとなるが，このとき v D w

でなければならず，従って u 2 ¹w121; w211º,よって ��1.x/ D ¹w121; w211º.
なお，このときLに対応する自然な射影�は「2進小数展開」e�.!1!2!3 : : :/ WDP1

mD1.!m � 1/2�mで与えられる．実際容易に分かるように，e� W † ! K は連続
な全射で i 2 ¹1; 2ºに対し Fi ıe� D e� ı �i を満たすので，命題 1.16によりe� D � .

本節においては以後，L D .K; S; ¹Fi ºi2S /を与えられた自己相似構造とする．
定義 1.21の集合のうち P と V0 が自己相似構造の位相的性質を取り扱う上で特
に重要である．次の命題 1.24-(2) の意味で，V0 は K の「境界」と見なされる．
jwj � jvjを満たす w; v 2 W�に対し，†w \ †v 6D ;となる為には � 2 W�が存在
して v D w� となることが必要十分であることを注意しておく．

命題 1.24. (1) m 2 N [ ¹0ºに対し �m.��1.Vm// D P であり，特に ��1.V0/ D P .
(2) w; v 2 W�, †w \†v D ;ならばKw \Kv D Fw.V0/\Fv.V0/.また，B � Kが
†w \ †v D ;であるような任意の w; v 2 W�に対しKw \ Kv D Fw.B/ \ Fv.B/

を満たす為には，V0 � B であることが必要十分である．
(3) V0 D ;であることは自然な射影 � W † ! K が単射であることと同値である．
(4)任意の m 2 N [ ¹0ºに対し Vm � VmC1.また V0 6D ;ならば V�

K
D K.

証明. (2) w; v 2 W�, †w \ †v D ;とする．Fw.V0/ � Kw , Fv.V0/ � Kv なので
Fw.V0/ \ Fv.V0/ � Kw \ Kv . 逆に x 2 Kw \ Kv とすると，ある !; � 2 †により
x D Fw.�.!// D Fv.�.�//となり，w D w1 : : : wm 2 Wm, v D v1 : : : vn 2 Wnとす
ると†w \†v D ;により，m^n � 1かつある j 2 ¹1; : : : ; m^nºに対しwj 6D vj .そ
こで k WD min¹j 2 ¹1; : : : ; m ^ nº j wj 6D vj ºとおくと，Fw1:::wk�1

D Fv1:::vk�1
の

単射性から �.�wk :::wm
.!// D Fwk :::wm

.�.!// D Fvk :::vn
.�.�// D �.�vk :::vn

.�// 2

Kwk
\ Kvk

となり，よって �wk :::wm
.!/; �vk :::vn

.�/ 2 C.従って !; � 2 P であり，
これより x D Fw.�.!// D Fv.�.�// 2 Fw.V0/ \ Fv.V0/となる．

B � K とする．V0 � B ならば前半の主張から†w \ †v D ;であるような任
意の w; v 2 W� に対し Kw \ Kv D Fw.B/ \ Fv.B/.次に B はこの性質を満たす
と仮定し，! 2 P とする．P の定義よりm 2 N, w D w1 : : : wm 2 Wmが存在して
�w.!/ 2 C となり，よって i 2 S n ¹w1º, � 2 †が存在して �.�w.!// D �.�i .�//,
すなわち Fw.�.!// D Fi .�.�// 2 Kw \ Ki D Fw.B/ \ Fi .B/となるので Fw の
単射性から �.!/ 2 B .従って V0 D �.P/ � B .
(1) ! 2 Pとするとw 2 Wmに対し �.�w.!// D Fw.�.!// 2 Vmなので，�w.!/ 2

��1.Vm/,よって ! D �m.�w.!// 2 �m.��1.Vm//.
逆に ! 2 �m.��1.Vm// とすると，ある w 2 Wm により �w.!/ 2 ��1.Vm/,

つまり Fw.�.!// D �.�w.!// 2 Vm となるので，v 2 Wm と � 2 P が存在して
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Fw.�.!// D Fv.�.�//. w D vのとき，Fw D Fvの単射性から�.!/ D �.�/. � 2 P
なので n 2 Nと u 2 Wn が存在して �u.�/ 2 C,すると �.�u.!// D Fu.�.!// D

Fu.�.�// D �.�u.�// 2 CK となり，よって �u.!/ 2 C, ! D �n.�u.!/ 2 P . 特に
m D 0のときは w D v D ;なので以上から ��1.V0/ D P が従う．w 6D vのとき
は (2)より Fw.�.!// D Fv.�.�// 2 Kw \ Kv � Fw.V0/なので，Fw の単射性よ
り �.!/ 2 V0 となり ! 2 ��1.V0/ D P .
(3) � が単射であるとき，i; j 2 S , i 6D j に対し Ki \ Kj D �.†i / \ �.†j / D

�.†i \ †j / D ;となり CK D ;,よって C D P D ;, V0 D ;となる．逆に V0 D ;

のとき，!; � 2 †, �.!/ D �.�/ とすると各 m 2 N に対し FŒ!�m.�m.!// D

FŒ��m.�m.�// 2 KŒ!�m \ KŒ��m 6D ;であるので (2)と V0 D ;により Œ!�m D Œ� �m
でなければならず，よって ! D � ,すなわち � は単射である．
(4) x 2 Vmとするとw 2 Wmと! D !1!2!3 : : : 2 Pが存在して x D Fw.�.!//と
なり，Pの定義より �.!/ 2 P ,従って �.�.!// 2 V0なので x D Fw!1

.�.�.!/// 2

VmC1. V0 6D ;のとき，P 6D ;となるので � 2 P を取ることができて，このとき
x 2 K, ! 2 ��1.x/とすると各m 2 Nに対し �.�Œ!�m.�// D FŒ!�m.�.�// 2 Vmで
あり，また†において limm!1 �Œ!�m.�/ D !であるから � の連続性よりK にお
いて x D �.!/ D limm!1 �.�Œ!�m.�//. よって V0 6D ;ならば V�

K
D K.

演習 1.4. 任意の w 2 W�に対しKw \ Vjwj D Fw.V0/とKw \ V� D Fw.V�/が成
り立つことを示せ．

命題 1.25. �をK の位相に適合したK 上の距離関数とするとき

lim
m!1

max
w2Wm

diam� Kw D 0: (1.10)

証明. ˛ 2 .0; 1/とし，ı˛を定理 1.13で定義した†上の距離関数とする．� W † !

K はコンパクト距離空間 .†; ı˛/から距離空間 .K; �/への連続写像であるから一
様連続であり，従って " 2 .0; 1/とすると ı 2 .0; 1/が存在して ı˛.!; �/ � ı と
なる任意の !; � 2 † に対し �.�.!/; �.�// � ". そこで ˛m � ı となる m 2 N
に対し，w 2 Wm とすると任意の !; � 2 †w に対し ı˛.!; �/ � ˛m � ı より
�.�.!/; �.�// � ". �.†w/ D Kw であるのでこれは diam� Kw � "を意味し，よっ
て ˛m � ıとなるm 2 Nに対しmaxw2Wm

diam� Kw � "となり，主張が従う．

命題 1.26. x 2 K とし，m 2 N [ ¹0ºに対し

Km;x WD
[

w2Wm; x2Kw

Kw (1.11)

とおく．このとき ¹Km;xºm2N[¹0º はK における x の基本近傍系をなす．

証明. m 2 N [ ¹0º とすると，x 2 K n
S

w2Wm; x 62Kw
Kw � Km;x であって，S

w2Wm; x 62Kw
Kw はKのコンパクト部分集合の有限和だからKの閉集合である．

よって Km;x は K における x の開近傍 K n
S

w2Wm; x 62Kw
Kw を含み，従って K

における xの近傍である．�をK の位相に適合したK 上の距離関数とするとき，
命題 1.25より diam� Km;x � 2 maxw2Wm

diam� Kw
m!1
����! 0であるので，K にお

ける xの任意の近傍 U に対し，r 2 .0; 1/が存在して B�.x; r/ � U ,するとさら
に m 2 Nが存在して diam� Km;x < r ,従って Km;x � B�.x; r/ � U となる．
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自己相似構造の実際の解析においては，各縮小像Ki が「十分小さい」と仮定
する必要性から「縮小写像」の族として ¹Fi ºi2S の代わりに ¹Fwºw2Wm

を用いる
ことがしばしばある．次の命題はこの操作で自己相似構造の「境界構造」が保存
されることを主張している．

命題 1.27. m 2 Nとする．w 2 Wm D Smと k 2 ¹1; : : : ; mºに対し wの第 k 成分
を .w/k とおき �m W †.Wm/ ! † D †.S/を

�m.w.1/w.2/w.3/ : : : / WD .w.1//1 : : : .w.1//m.w.2//1 : : : .w.2//m.w.3//1 : : : (1.12)

で定める．このとき �mは同相写像，Lm WD .K; Wm; ¹Fwºw2Wm
/は�m WD � ı�mを

対応する自然な射影とする自己相似構造であり，�m.PLm
/ D PL, V0.Lm/ D V0.L/,

V�.Lm/ D V�.L/.

証明. �m W †.Wm/ ! †が同相写像であることは容易に確認でき，従って �m D

� ı �m W †.Wm/ ! Kは連続な全射である．これとw 2 W�に対しFw ı� D � ı�w

であることから容易に，Lm D .K; Wm; ¹Fwºw2Wm
/が �m を対応する自然な射影

とする自己相似構造であることが分かる．
w� 2 PLm

とすると，n 2 N, ¹v.j /ºn
j D1 � Wmと �� D � .1/� .2/� .3/ : : : 2 †.Wm/

が存在して v.1/ 6D � .1/ かつ �.�v.1/:::v.n/.�m.w�/// D �.�m.��// となり，k WD

min¹j 2 ¹1; : : : ; mº j .v.1//j 6D .� .1//j ºとおくと �.�k�1.�v.1/:::v.n/.�m.w�//// 2

K.v.1//k
\K.�.1//k

となるので �k�1.�v.1/:::v.n/.�m.w�/// 2 CL,よって �m.w�/ 2 PL.
逆にw� 2 ��1

m .PL/とすると，n 2 N, v D v1 : : : vn 2 Wnと � D �1�2�3 : : : 2 †

が存在して v1 6D �1 かつ �.�v.�m.w�/// D �.�/ となり，n D m.l � 1/ C k,
l 2 N, k 2 ¹1; : : : ; mºと表し u 2 Wm�k を取ると uv 2 Wml , �.�uv.�m.w�/// D

�.�u.�// 2 Kuv1:::vk
\ Ku�1:::�k

となる．すると uv1 : : : vk , u�1 : : : �k は相異なる
Wm の元であるので ��1

m .�uv.�m.w�/// 2 CLm
が得られ，uv 2 Wml より uv は

Wl .Wm/の元と見なすことができ，かつ l � 1であるので w� 2 PLm
が従う．

よって �m.PLm
/ D PL,さらに V0.Lm/ D �m.PLm

/ D �.�m.PLm
// D �.PL/ D

V0.L/となり，また命題 1.24-(4)より ¹Vn.L/ºn2N[¹0ºは非減少列なので V�.Lm/ DS1

nD0 Vn.Lm/ D
S1

nD0

S
w2Wmn

Fw.V0.L// D
S1

nD0 Vmn.L/ D V�.L/.

命題 1.24からも分かるように，P は自己相似構造の「境界構造」と密接に関
係しており，P の構造の複雑さは自己相似構造の扱いの難しさに直結する．最も
単純なのは P が有限となる場合であり，そのような自己相似構造を特に p.-c.f.自
己相似構造と呼ぶ．本稿で主に取り扱うのはこの範疇の自己相似構造である．

定義 1.28 (後臨界有限 (post-critically finite, p.-c.f.),強有限，弱有限).
(1) #P < 1のとき，Lは後臨界有限 (post-critically finite, p.-c.f.)であるという．
(2) supx2K #��1.x/ < 1であるとき，Lは強有限 (strongly finite)であるという．
(3)任意の x 2 K に対し #��1.x/ < 1であるとき，Lは弱有限 (weakly finite)で
あるという．

演習 1.5. CK � V1かつ #C � .#S/.#P/であることを示せ．（よって特にLが p.-c.f.
ならば #C < 1である．）

命題 1.29. V0 6D ;ならば supx2K #��1.x/ D supx2CK
#��1.x/ � #C. 特に，Lが

p.-c.f.ならば Lは強有限である．
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証明. V0 6D ;と仮定する．このとき CK 6D ;, C 6D ;であることを注意しておく．
x 2 K とする．#��1.x/ D 1 なら明らかに #��1.x/ � .#C/ ^ sup´2CK

��1.´/.
そこで #��1.x/ � 2 と仮定し k WD min¹m 2 N j #¹Œ!�m j ! 2 ��1.x/º � 2º

とおくと，w 2 Wk�1 が存在して ��1.x/ � †w ,従って x 2 Kw となり，y WD

F �1
w .x/とおくと容易に ��1.x/ D �w.��1.y//が分かる．ところが k の定義か
ら Œ!�1 6D Œ� �1 を満たす !; � 2 †を �w.!/; �w.�/ 2 ��1.x/となるように取れる
ので，!; � 2 ��1.y/, y D �.!/ D �.�/ 2 KŒ!�1 \ KŒ��1 � CK となり，よって
��1.y/ � C, #��1.x/ D #�w.��1.y// D #��1.y/ � .#C/^sup´2CK

#��1.´/.以上
より supx2K #��1.x/ � .#C/^supx2CK

#��1.x/,これと .#C/^supx2CK
#��1.x/ �

supx2CK
#��1.x/ � supx2K #��1.x/より前半の主張を得る．

Lが p.-c.f.でV0 6D ;なら前半の主張と演習 1.5からLは強有限である．V0 D ;

のときは命題 1.24-(3)より supx2K ��1.x/ D 1なので Lは強有限である．

命題 1.30. w 2 W� n ¹;ºとする．このとき qw WD �.w1/は Fw.qw/ D qw を満た
す唯 1つの K の元である．さらに Lが弱有限ならば ��1.qw/ D ¹w1º.

証明. qw D �.w1/は明らかに Fw.qw/ D qw を満たす．x 2 K が Fw.x/ D x

を満たすと仮定すると，! 2 ��1.x/ を取れば n 2 N に対し x D Fwn.x/ D

�.�wn.!//
n!1
����! �.w1/ D qw となり，よって x D qw .

明らかに ¹w1º � ��1.qw/である．! 2 ��1.qw/ n ¹w1ºが存在すると仮定
する．このとき k WD min¹n 2 N j Œ!�jwjn 6D wnº, � WD � jwj.k�1/.!/ とおけば，
Œ� �jwj 6D w,また Fwk�1.�.�// D �.!/ D qw D Fwk�1.qw/より �.�/ D qw であ
り，すると ¹�wn.�/ºn2N � ��1.qw/,かつ Œ� �jwj 6D wよりN 3 n 7! �wn.�/は単射
であるので #��1.qw/ D 1となる．よって Lが弱有限であれば #��1.qw/ < 1

なので ��1.qw/ n ¹w1º D ;でなければならず，従って ��1.qw/ D ¹w1º.

1.4 自己相似集合の例
本節では基本的な自己相似集合の例を幾つか紹介し，対応する自己相似構造の基
本的性質を調べる．以下で最初の 4例では p.-c.f.自己相似構造が得られ，後の 2
例では強有限だが p.-c.f.ではない自己相似構造が得られる．

例 1.31 (Cantor 集合). a; b 2 .0; 1/ を a C b < 1 を満たすように取り，R 上
の相似縮小 f1; f2 W R ! R を f1.x/ WD ax, f2.x/ WD b.x � 1/ C 1 で定める．
L WD .K; ¹1; 2º; ¹Fi ºi2¹1;2º/を ¹fi ºi2¹1;2ºから決まる自己相似構造とする．（すなわ
ち K は ¹fi ºi2¹1;2º から決まる自己相似集合であり，i 2 ¹1; 2ºに対し Fi WD fi jK

である．定義 1.18を思い出そう．）このとき f1.Œ0; 1�/ [ f2.Œ0; 1�/ � Œ0; 1�である
から定理 1.4の最後の主張からK � Œ0; 1�であり，従ってK1 � f1.Œ0; 1�/ D Œ0; a�,
K2 � f2.Œ0; 1�/ D Œ1 � b; 1�. よって CK D K1 \ K2 D ; となり，これより
C D ��1.CK/ D ;, P D ;, V0 D ;となるので，命題 1.24-(3)より � W † ! K は
単射，従って同相写像である．

a D b D 1=3の場合のK は Cantorの 3進集合と呼ばれる．

例 1.32 (Koch 曲線). ˛ 2 C を j˛j2 C j1 � ˛j2 < 1 を満たすように取り，C 上
の相似縮小 f1; f2 W C ! C を f1.´/ WD ˛´, f2.´/ WD .1 � ˛/.´ � 1/ C 1 で
定める．f1.0/ D 0, f2.1/ D 1, f1.1/ D f2.0/ D ˛ であることを注意してお
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˛ D �.121/ D �.211/

0 D �.11/ 1 D �.21/j˛j2 1 � j1 � ˛j2

f1.D/ f2.D/

図 1.1: Koch曲線に対する自己相似構造 L˛ の様子 (˛ D 0:4 C 0:3
p

�1)

く．L˛ WD .K; ¹1; 2º; ¹Fi ºi2¹1;2º/ を ¹fi ºi2¹1;2º から決まる自己相似構造とする．
i 2 ¹1; 2ºに対しFi .�.i1// D �.i1/なので定理 1.3の一意性の主張から�.11/ D

0, �.21/ D 1, よって ˛ D F1.�.21// D F2.�.11// 2 K1 \ K2. 一方 D WD

¹s C t˛ j s; t 2 Œ0; 1/, s C t � 1º, すなわち D を 0; ˛; 1 を頂点とする 3 角形の
内部と周の和集合（˛ 2 R のときは D D Œ0; 1�）とすると，図 1.1 からも分か
るように f1.D/ [ f2.D/ � D なので定理 1.4 の最後の主張から K � D であ
り，さらに CK D K1 \ K2 � f1.D/ \ f2.D/ D ¹˛º,よって CK D ¹˛ºとなる．
また K1 � f1.D/, K2 � f2.D/ より 1 62 K1, 0 62 K2 であり，これより容易に
��1.0/ D ¹11º, ��1.1/ D ¹21ºが分かり，さらに C D ��1.˛/ D ¹121; 211ºも
従うので P D ¹11; 21º, V0 D ¹0; 1º, V1 D ¹0; ˛; 1ºが分かる．
より一般に x 2 K が #��1.x/ � 2を満たすとき，ある w 2 W� が存在して

��1.x/ D ¹w121; w211ºとなることが例 1.23と全く同様にして分かる．
L1=2は例 1.23で取り扱った自己相似構造に他ならず，˛ D

1
2

C

p
3

6

p
�1のと

きのKが図 0.1左の Koch曲線である．前段落の結果から，j˛j2 C j1 � ˛j2 < 1を
満たす ˛ 2 Cに対し L˛ は常に L1=2 に同型（定義 1.19）であることがわかる．

例 1.33 (Sierpiński gasket). ¹q1; q2; q3º � R2 を R2 内のある正 3 角形の 3 頂点，
S WD ¹1; 2; 3ºとし，i 2 S に対し相似縮小 fi W R2 ! R2を fi .x/ WD .x C qi /=2で
定める．L WD .K; S; ¹Fi ºi2S /を ¹fi ºi2S から決まる自己相似構造とする．このK

が図 0.1中央の Sierpiński gasketである．i 2 S に対し qi D �.i1/ 2 K であり，
よって q23 WD F2.q3/ D F3.q2/ 2 K2 \ K3, q31 WD F3.q1/ D F1.q3/ 2 K3 \ K1,
q12 WD F1.q2/ D F2.q1/ 2 K1 \ K2 である．一方，T を q1; q2; q3 を頂点とす
る正 3角形の内部と周の和集合とすると明らかに f1.T / [ f2.T / [ f3.T / � T ,
従って定理 1.4 の最後の主張から K � T であり，よって K2 \ K3 � f2.T / \

f3.T / D ¹q23º, K3 \ K1 � f3.T / \ f1.T / D ¹q31º, K1 \ K2 � f1.T / \ f2.T / D

¹q12º, ゆえに K2 \ K3 D ¹q23º, K3 \ K1 D ¹q31º, K1 \ K2 D ¹q12º である．
さらに K1 � f1.T /, K2 � f2.T /, K3 � f3.T / であることから q1 62 K2 [ K3,
q2 62 K3 [ K1, q3 62 K1 [ K2, q23 62 K1, q31 62 K2, q12 62 K3 となり，よっ
て ��1.q1/ D ¹11º, ��1.q2/ D ¹21º, ��1.q3/ D ¹31º,従ってまた ��1.q23/ D

¹231; 321º, ��1.q31/ D ¹311; 131º, ��1.q12/ D ¹121; 211ºとなる．特にCK D

¹q23; q31; q12º, C D ¹231; 321; 311; 131; 121; 211º, P D ¹11; 21; 31º, V0 D

¹q1; q2; q3º, V1 D V0 [ ¹q23; q31; q12ºであり，Lは p.-c.f.自己相似構造である．
x 2 K が #��1.x/ � 2を満たすとき，i 6D j であるような i; j 2 S と w 2 W�

が存在して ��1.x/ D ¹wij 1; wj i1ºとなる．実際，!; � 2 ��1.x/, ! 6D � とする
と，n WD min¹m 2 N j Œ!�m 6D Œ� �mº�1, w WD Œ!�nとおけば x D Fw.�.�n.!/// D
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図 1.2: Sierpiński gasketに対する自己相似構造の様子t
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c D �.121/

0 D �.11/ 1 D �.21/

jcj2 D �.1121/ D �.211/

F2.c/ D �.2121/

図 1.3: 畑の樹状集合 (c D 0:4 C 0:3
p

�1)と集合 f1.A/ [ f2.A/及び V1

Fw.�.�n.�///, Fw の単射性より �.�n.!// D �.�n.�// 2 CK D ¹q23; q31; q12ºと
なり，よって i 6D j であるような i; j 2 Sが存在して ¹�n.!/; �n.�/º D ¹ij 1; j i1º,
¹!; �º D �w.¹ij 1; j i1º/ D ¹wij 1; wj i1º.そこでさらに u 2 ��1.x/とすれば同
様にしてある k; l 2 S , k 6D l と v 2 W� により ¹u; wij 1º D ¹vkl1; vlk1ºもし
くは ¹u; wj i1º D ¹vkl1; vlk1ºとなるが，このとき ¹k; lº D ¹i; j º, v D w でな
ければならず，従って u 2 ¹wij 1; wj i1º,よって ��1.x/ D ¹wij 1; wj i1º.

例 1.34 (畑の樹状集合). c 2 C n Rを jcj; j1 � cj 2 .0; 1/を満たすように取り，C
上の相似縮小 f1; f2 W C ! C を f1.´/ WD c´, f2.´/ WD .1 � jcj2/´ C jcj2 で定
める．f1.0/ D 0, f2.1/ D 1, f1.1/ D c, f1.c/ D f2.0/ D jcj2 であることを注
意しておく．Lc WD .K; ¹1; 2º; ¹Fi ºi2¹1;2º/を ¹fi ºi2¹1;2º から決まる自己相似構造
とする．この K を畑の樹状集合 (Hata’s tree-like set)という．A WD Œ0; 1� [ ¹ct j

t 2 Œ0; 1�º � Cとすると A � f1.A/ [ f2.A/であり，従って定理 1.4の最後の主
張から A � K かつ K D

S1

mD0

S
w2Wm

Fw.A/
C

. また 0 D �.11/, 1 D �.21/,
c D �.121/, jcj2 D F1.�.121// D F2.�.11// 2 K1 \ K2.一方，D を 3つの 3
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角形 01c, 01c, 0cc2 の内部と周全部の和集合とすると，3角形 01c の内角のうち
頂点 c における内角が最大であることに注意すると容易に f1.D/ [ f2.D/ � D,
f1.D/ \ f2.D/ D ¹jcj2ºであることが確認できる．従って定理 1.4の最後の主張
からK � D, K1 \ K2 � f1.D/ \ f2.D/ D ¹jcj2º,ゆえに CK D K1 \ K2 D ¹jcj2º

となる．さらにK1 � f1.D/, K2 � f2.D/から 0; c 62 K2, 1 62 K1となり，よって
��1.0/ D ¹11º, ��1.1/ D ¹21º, ��1.c/ D ¹121º, C D ��1.jcj2/ D ¹1121; 211º

となるので P D ¹11; 21; 121º, V0 D ¹0; 1; cº, V1 D ¹0; 1; c; jcj2; F2.c/º.
x 2 K で #��1.x/ � 2ならば w 2 W� が存在して ��1.x/ D ¹w1121; w211º

となる．実際，!; � 2 ��1.x/, ! 6D � とすると，n WD min¹m 2 N j Œ!�m 6D

Œ� �mº � 1, w WD Œ!�n とおけば x D Fw.�.�n.!/// D Fw.�.�n.�///, Fw の単射
性より �.�n.!// D �.�n.�// 2 CK D ¹jcj2º となり，よって ¹�n.!/; �n.�/º D

¹1121; 211º, ¹!; �º D �w.¹1121; 211º/ D ¹w1121; w211º. そこでさらに u 2

��1.x/とすれば同様にしてある v 2 W� により ¹u; w1121º D ¹v1121; v211ºも
しくは ¹u; w211º D ¹v1121; v211ºとなるが，このとき v D w でなければなら
ず，従って u 2 ¹w1121; w211º,よって ��1.x/ D ¹w1121; w211º.
前段落の結果から特に，jckj; j1 � ckj 2 .0; 1/ を満たす任意の ck 2 C n R,

k D 1; 2に対し Lc2
は Lc1

に同型であることが分かる．

例 1.35. ¹q1; q2; q3; q4º � R2 を q1 WD .0; 0/, q2 WD .1; 0/, q3 WD .1; 1/, q4 WD .0; 1/

で定める．S WD ¹1; 2; 3; 4ºとし，各 i 2 S に対し R2 上の相似縮小 fi W R2 ! R2

を fi .x/ WD .x C qi /=2 で定める．L WD .K; S; ¹Fi ºi2S / を ¹fi ºi2S から決まる
自己相似構造とすると，Œ0; 1�2 D

S
i2S fi .Œ0; 1�2/ なので K D Œ0; 1�2 であり，

CK D .Œ0; 1� � ¹1=2º/ [ .¹1=2º � Œ0; 1�/ である．また �.¹1; 2ºN/ が ¹f1; f2º か
ら決まる自己相似集合であることから �.¹1; 2ºN/ D Œ0; 1� � ¹0ºが分かり，これと
.Œ0; 1��¹0º/\.K3 [K4/ D ;から容易に��1.Œ0; 1��¹0º/ D ¹1; 2ºNが従う．同様に
��1.¹1º�Œ0; 1�/ D ¹2; 3ºN, ��1.Œ0; 1��¹1º/ D ¹3; 4ºN, ��1.¹0º�Œ0; 1�/ D ¹4; 1ºN.そ
こで! 2 †, 1! 2 CとするとF1.�.!// 2 K1\CK D F1

�
.¹1º�Œ0; 1�/[.Œ0; 1��¹1º/

�
なので �.!/ 2 .¹1º � Œ0; 1�/ [ .Œ0; 1� � ¹1º/,よって ! 2 ¹2; 3ºN [ ¹3; 4ºN となり，
これより C \ †1 D �1.¹2; 3ºN [ ¹3; 4ºN/が従う．同様に C \ †i , i 2 S を求めると

C D �1.¹2; 3º
N

[ ¹3; 4º
N/ [ �2.¹3; 4º

N
[ ¹4; 1º

N/

[ �3.¹4; 1º
N

[ ¹1; 2º
N/ [ �4.¹1; 2º

N
[ ¹2; 3º

N/

が得られ，よって P D ¹1; 2ºN [ ¹2; 3ºN [ ¹3; 4ºN [ ¹4; 1ºN, V0 D Œ0; 1�2 n .0; 1/2.
さらに supx2K #��1.x/ D 4であり，よってLは強有限である．実際，命題 1.29

よりx 2 CKに対し��1.x/を見ればよいが，x D .1=2; 1=2/のときはx 2
T

i2S Ki ,
F �1

1 .x/ D q3, F �1
2 .x/ D q4, F �1

3 .x/ D q1, F �1
4 .x/ D q2 であり，各 i 2 S

に対し ��1.qi / D ¹i1ºであるので ��1.x/ D ¹131; 241; 311; 421ºが分かる．
x 2 CK n ¹.1=2; 1=2/ºのときは，ある ¹i; j º 2 ¹¹1; 2º; ¹2; 3º; ¹3; 4º; ¹4; 1ººにより
¹k 2 S j x 2 Kkº D ¹i; j ºとなり，さらに! 2 †, i! 2 ��1.x/とするとF �1

i .x/ D

�.!/ より ! 2 ��1.F �1
i .x//, i! 2 �i

�
��1.F �1

i .x//
�
となるので，��1.x/ �

�i

�
��1.F �1

i .x//
�

[ �j

�
��1.F �1

j .x//
�
となる．ところが F �1

i .x/; F �1
j .x/ 2 V0 で

あり，V0は例 1.23と同様にして構成される自己相似集合 4つの和集合であるので
例 1.23の結果から容易に #��1.F �1

i .x// � 2, #��1.F �1
j .x// � 2が得られ，よっ

て #��1.x/ D #�i

�
��1.F �1

i .x//
�

C #�j

�
��1.F �1

j .x//
�

� 4となる．
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例 1.36 (Sierpiński carpet). S WD ¹i 2 N j i � 8º とし，¹qi j i 2 Sº � R2 を
q1 WD .0; 0/, q2 WD .1=2; 0/, q3 WD .1; 0/, q4 WD .1; 1=2/, q5 WD .1; 1/, q6 WD

.1=2; 1/, q7 WD .0; 1/ q8 WD .0; 1=2/で定める．各 i 2 S に対し R2 上の相似縮小
fi W R2 ! R2を fi .x/ WD .x � qi /=3 C qi で定め，L WD .K; S; ¹Fi ºi2S /を ¹fi ºi2S

から決まる自己相似構造とする．この K が図 0.1右の Sierpiński carpetである．
このとき Œ0; 1�2 n .0; 1/2 �

S
i2S fi .Œ0; 1�2 n .0; 1/2/,

S
i2S fi .Œ0; 1�2/ � Œ0; 1�2であ

るので定理 1.4の最後の主張から Œ0; 1�2 n .0; 1/2 � K � Œ0; 1�2 であり，これより

CK D .Œ0; 1=3� � ¹1=3; 2=3º/ [ .Œ2=3; 1� � ¹1=3; 2=3º/

[ .¹1=3; 2=3º � Œ0; 1=3�/ [ .¹1=3; 2=3º � Œ2=3; 1�/ (1.13)

が容易に得られる．特に C D ��1.CK/は無限集合であり，また命題 1.24-(2)よ
り CK D

S
i;j 2S; i 6Dj .Fi .V0/ [ Fj .V0//であって，(1.13)より CK は無限集合であ

るので V0 も無限集合，よって V0 D �.P/より P も無限集合である．

演習 1.6. 例 1.36の自己相似構造 L D .K; S; ¹Fi ºi2S /に対して C;P; V0を求めよ．

演習 1.7. 例 1.36の自己相似構造 L D .K; S; ¹Fi ºi2S /は強有限であることを示せ．

1.5 自己相似構造上の測度
本節では自己相似構造上の測度の基本性質を扱った後，重要な測度のクラスであ
る自己相似測度についてその定義と基本的な事実を述べる．本節を通して L D

.K; S; ¹Fi ºi2S /は与えられた自己相似構造とする．
本節においては K 6D V0

K という K の位相に対する条件が基本的な役割を果
たす．そこでまずこの条件の同値な言い換えを与えておく．

定理 1.37. K 6D V0
K となる為には intK V0

K
D ;となることが必要十分である．

証明. K D V0
K ならば intK V0

K
D K 6D ; である．逆に intK V0

K
6D ; ならば

K D V0
K であることを示そう．� の連続性より w 2 W� が存在して Kw � V0

K
.

m WD jwjとおき，x 2 Kw とする．x 2 Kvとなる v 2 Wm n¹wºが存在する場合は
命題 1.24-(2)より x 2 Kw \Kv D Fw.V0/\Fv.V0/,よってF �1

w .x/ 2 V0.そこで以
下 ¹v 2 Wm j x 2 Kvº D ¹wºと仮定する．このときUw WD K n

S
v2Wmn¹wº Kvとお

くと Uw はKの開集合で x 2 Uw � Kw � V0
K である．F �1

w .x/のKにおける開
近傍U を任意に取る．F �1

w W Kw ! Kが連続であることに注意すると，Kの開集
合 V で x 2 V � Uw かつ F �1

w .V / � U となるものが存在するが，x 2 V0
K なので

V \V0 6D ;,よって! 2 Pを�.!/ 2 V となるように取れる．ところがV � Uwなの
でv 2 Wmn¹wºに対し�.!/ 62 Kv ,従って Œ!�m D wとなり，�.!/ 2 V , �m.!/ 2 P
なので F �1

w .�.!// D F �1
w ı FŒ!�m.�.�m.!/// D �.�m.!// 2 U \ V0. ゆえに

F �1
w .x/の K における任意の開近傍に対し U \ V0 6D ;,すなわち F �1

w .x/ 2 V0
K

.

以上よりK D F �1
w .Kw/ � V0

K となり，K D V0
K を得る．

補題 1.38. K 6D V0
Kと仮定し，KI WD KnV0

K
,またw 2 W�に対しKI

w WD Fw.KI/

とおく．このとき任意のw 2 W�に対しKI
w はKの開集合でKI

w � KIを満たす．
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証明. w 2 W� とし m WD jwj とおく．命題 1.24-(2) より v 2 Wm n ¹wº に対し
Kv \ KI

w D ;なので

K n KI
w D

[
v2Wm

.Kv n KI
w/ D Fw.V0

K
/ [

[
v2Wmn¹wº

Kv �
[

v2Wm

Fv.V0/ � V0:

従ってK n KI
w はK の閉集合で V0

K
� K n KI

w を満たし，よってKI
w はK の開

集合で KI
w � K n V0

K
D KI を満たす．

以後，本節ではK上の測度の性質を取り扱う．次の基本的な定義を思い出そう．

定義 1.39. X を位相空間とする．
(1) X の開集合全体を含むX における �-加法族のうちで最小のものをB.X/で表
し，X の Borel � -加法族と呼ぶ．また各 A 2 B.X/を X の Borel集合という．
(2) � -加法族 B.X/を定義域とする測度のことを X 上の Borel測度という．X 上
の Borel測度 �が �.X/ < 1を満たすとき �は X 上の有限 Borel測度であると
いい，�が �.X/ D 1を満たすとき �は X 上の Borel確率測度であるという．

（以下の議論には必要ないが）次の演習 1.8で見るようにFw.V0/はKのBorel
集合であり，よってK 上の Borel測度 �に対し �.Fw.V0//が定義される．

演習 1.8. w 2 W� に対し �w.P/ 2 B.†/, Fw.V0/ 2 B.K/であることを示せ．

一定の条件の下，K 上の有限 Borel測度 �は ¹�.Kw/ j w 2 W�ºによって一
意的に決まる．実際，次の定理が成り立つ．

定理 1.40. .�w/w2W�
2 Œ0; 1/W� とし，任意のw 2 W�に対し �w D

P
i2S �wi と

仮定する．このとき，K 上の Borel測度 �; � が任意の w 2 W� に対し �.Kw/ D

�.Kw/ D �w を満たすならば � D � である．

証明. まず �.K/ D �.K/ D �; < 1 であることに注意する．m 2 N とし，
w; v 2 Wm, w 6D vとする．このとき

�; D �.K/ � �.Kw [ Kv/ C
X

�2Wmn¹w;vº

�.K� / �
X

�2Wm

�.K� / D
X

�2Wm

�� D �;

(1.14)
であるので，(1.14) 中の不等号では全て等号が成立し，従って �.Kw [ Kv/ D

�.Kw/ C �.Kv/ であるが，�.Kw [ Kv/ D �.Kw/ C �.Kv n .Kw \ Kv// D

�.Kw/C�.Kv/��.Kw \Kv/であるので�.Kw \Kv/ D 0となる．そこでF� WDS
m2N

S
w;v2Wm; w 6Dv.Kw \Kv/とおくと�.F�/ D 0,従って任意のw 2 W�に対し

�w D �.Kw/ D �.Kw n F�/. � に対しても同様に �.F�/ D 0,かつ任意の w 2 W�

に対し �w D �.Kw n F�/.また各 A 2 B.K/に対し �.A \ F�/ D �.A \ F�/ D 0.
A WD ¹Kw n F� j w 2 W�º [ ¹A \ F� j A 2 B.K/ºとおく．w; v 2 W� に対し，

†w \†v D ;なら k 2 Nとw0; v0 2 Wkが存在してw0 6D v0, †w � †w0 , †v � †v0

であるので命題 1.24-(2)より .Kw nF�/\.Kv nF�/ � Kw0 \Kv0 nF� D ;となり，他
方†w \†v 6D ;ならばKw � KvまたはKv � Kw ,従って .Kw nF�/\.Kv nF�/ D

Kw n F� または .Kw n F�/ \ .Kv n F�/ D Kv n F� となる．ゆえに Aは任意の
A; B 2 Aに対しA \ B 2 Aを満たす．またKの任意の開集合 U に対し � の連続
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性から U D
S

w2W�; Kw�U Kw D
S

w2W�; Kw�U

�
.Kw n F�/ [ .Kw \ F�/

�
なので，

Aを含む最小の K における � -加法族は，K の開集合全体を含み，従って B.K/

に一致する．そこで D WD ¹A 2 B.K/ j �.A/ D �.A/ºとおくと，Dは K におけ
る Dynkin族であり，また前段落の議論からA � Dであるので，Aを含む最小の
Kにおける � -加法族をDが含むこと，すなわちB.K/ � DがDynkin族定理（本
節末の定理 1.46）より従う．これは � D � を意味する．

Kが 1点からなる集合という自明な場合を排除するため，これ以降本節の終わ
りまで #K � 2を仮定する．このときLに対応する自然な射影� W † D †.S/ ! K

の全射性から #S � 2である．

定義 1.41 (自己相似測度). .�i /i2S 2 .0; 1/S は
P

i2S �i D 1を満たすとする．K

上の Borel確率測度 �が � D
P

i2S �i � ı F �1
i ,すなわち任意のA 2 B.K/に対し

�.A/ D
X
i2S

�i �.F �1
i .A// (1.15)

を満たすとき，�は L上の重み .�i /i2S の自己相似測度 (self-similar measure)で
あるという．

L上の自己相似測度は K 上の有限 Borel測度としては（幾何学的には）最も
標準的なものであり，自己相似集合の研究において非常に頻繁に用いられる．次
の定理が示す通り，与えられた重み .�i /i2S 2 .0; 1/S に対し L上の重み .�i /i2S

の自己相似測度は常に（少なくとも 1つは）存在する．

定理 1.42. .�i /i2S 2 .0; 1/S は
P

i2S �i D 1を満たすとし，�† を †上の重み
.�i /i2S のBernoulli測度，すなわち任意のw D w1 : : : wm 2 W�に対し�†.†w/ D

�w WD �w1
� � � �wm

(�; WD 1)を満たす唯 1つの†上の Borel測度とする．このと
き A 2 B.K/に対し �.A/ WD .�† ı ��1/.A/ WD �†.��1.A//で定義される K 上
の Borel測度 � WD �† ı ��1 は L上の重み .�i /i2S の自己相似測度である．

証明. †上の Borel測度 �を � WD
P

i2S �i �† ı ��1
i すなわち各 A 2 B.†/に対し

�.A/ WD
P

i2S �i �†.��1
i .A//で定めると，�.†/ D

P
i2S �i �†.†/ D 1であり，

また j 2 S , w 2 W� に対し �.†jw/ D
P

i2S �i �†.��1
i .†jw// D �j �†.†w/ D

�j �w D �jwであるので，重み .�i /i2SのBernoulli測度�†の一意性から � D �†.
そこで � D �† ı ��1 について，A 2 B.K/とすると

�.A/ D �†.��1.A// D �.��1.A// D
X
i2S

�i �†

�
��1

i .��1.A//
�

D
X
i2S

�i �†..� ı �i /
�1.A// D

X
i2S

�i �†..Fi ı �/�1.A//

D
X
i2S

�i �†

�
��1.F �1

i .A//
�

D
X
i2S

�i �.F �1
i .A//

となるので，� D �† ı ��1 は L上の重み .�i /i2S の自己相似測度である．

注意 1.43. 上記の定理 1.42とその証明は†上の重み .�i /i2S の Bernoulli測度 �†

の存在と一意性を前提としている．�†の一意性は .†; S; ¹�i ºi2S /が自己相似構造
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であることと定理 1.40から従う．�†の存在証明は，測度の構成に関する一般論
に倣い，�.;/ WD 0, �.†w/ WD �w で定義される � W ¹†w j w 2 W�º [ ¹;º ! Œ0; 1�

が適切な � -加法性（可算加法性）を有し，従って†上の Borel測度に拡張される
ことを示すことによりなされる．詳細は例えば [25]とその参考文献を参照のこと．

†上の Bernoulli測度とは異なり，L上の重み .�i /i2S の自己相似測度 �に対
しては一般に �.Kw/ D �w が成り立つとは限らない．�.Kw/ D �w が任意の
w 2 W� に対し成り立つ為の必要十分条件が [21, Theorem 1.4.5]に与えられてい
るが，重み .�i /i2S の Bernoulli測度 �†と自然な射影 � を用いて記述されており
あまり見やすい条件にはなっていない．これに関しては幸い次の定理が成り立つ．

定理 1.44 ([23, Theorem 1.2.7]). K 6D V0
K と仮定する．このとき

P
i2S �i D 1を

満たす .�i /i2S 2 .0; 1/S に対し，L上の重み .�i /i2S の自己相似測度 �は唯 1つ
存在し，任意の w 2 W� に対し �.Kw/ D �w かつ �

�
Fw.V0

K
/
�

D 0を満たす．

証明. � を L 上の重み .�i /i2S の自己相似測度とする．KI WD K n V0
K

, また
w 2 W� に対し KI

w WD Fw.KI/ とし，m 2 N に対し KI
m WD

S
w2Wm

KI
w と

おく．補題 1.38 より KI
m � KI である．m 2 N とする．w 2 Wm とすると，

v 2 Wm n ¹wºに対し命題 1.24-(2)より Kv \ KI
w D ;なので F �1

v .KI
w/ D ;で

あり，従って (1.15)より �.KI
w/ D

P
v2Wm

�v�.F �1
v .KI

w// D �w�.KI/.よって
�.KI

m/ D
P

w2Wm
�.KI

w/ D �.KI/であり，これとKI
m � KIより�.KInKI

m/ D 0.
さて，KI は K の空でない開集合なので � の連続性から n 2 Nと v 2 Wn が

存在してKv � KIとなる．すると Fv.V0
K

/ \ KI
n D

S
w2Wn

�
Fv.V0

K
/ \ KI

w

�
D ;

なので Fv.V0
K

/ � KI n KI
n,従って �

�
Fv.V0

K
/
�

D 0となり，そこで (1.15)より
�v�.V0

K
/ D �v�

�
F �1

v

�
Fv.V0

K
/
��

� �
�
Fv.V0

K
/
�

D 0.よって �.V0
K

/ D 0,従っ
て前段落の結果からm 2 Nに対し �.KI

m/ D �.KI/ D �.K/ D 1, �.K n KI
m/ D 0

であり，すると任意の w 2 Wm に対し先程と同様に Fw.V0
K

/ \ KI
m D ;,つまり

Fw.V0
K

/ � KnKI
mなので�

�
Fw.V0

K
/
�

D 0, �.Kw/ D �.KI
w/ D �w�.KI/ D �w .

以上から L上の重み .�i /i2S の任意の自己相似測度 �について各 w 2 W� で
�.Kw/ D �w , �

�
Fw.V0

K
/
�

D 0が成り立つことになるが，定理 1.40よりそのよう
なK上の Borel測度は一意的であるので L上の重み .�i /i2S の自己相似測度 �も
一意的である．L上の重み .�i /i2S の自己相似測度の存在は定理 1.42による．

本節の最後に，自己相似測度とは限らない一般のK 上の有限 Borel測度 �に
ついて，任意の x 2 K に対し �.¹xº/ D 0かつ任意の w 2 W� に対し �.Kw/ >

0 D �
�
Fw.V0

K
/
�
となるための十分条件を与える．

定理 1.45 ([21, Lemma 3.4.1], [23, Theorem 1.2.4]). � を �.K/ > 0 を満たす K

上の有限 Borel測度とし，
 2 .0; 1/が存在して任意の .w; i/ 2 W� � S に対し
�.Kwi / � 
�.Kw/と仮定する．
(1)任意の w 2 W� に対し �.Kw/ 2 .0; 1/.
(2) k 2 Nが存在して任意の .w; v/ 2 W� � Wk に対し �.Kwv/ � .1 � 
k/�.Kw/.
(3) 
 2 .0; 1/であり，また任意の x 2 K に対し �.¹xº/ D 0.
(4) K 6D V0

K と仮定する．このとき任意の w 2 W� に対し �
�
Fw.V0

K
/
�

D 0.
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証明. (1)仮定より，w 2 W� に対し1 > �.K/ � �.Kw/ � 
 jwj�.K/ > 0.
(2) Kの位相に適合したK上の距離関数 �を取り，D WD diam� Kとおく．#K � 2

と K のコンパクト性より D 2 .0; 1/であり，命題 1.25より k 2 Nが存在して
Dk WD maxw2Wk

diam� Kw < D=4. v 2 Wkとする．x 2 Kvとすると，Kv\K� 6D ;

を満たす � 2 Wk に対しては ´ 2 Kv \ K� を取ることにより任意の y 2 K� に対し
�.x; y/ � �.x; ´/C�.´; y/ � diam� Kv Cdiam� K� � 2Dkとなる．一方 4Dk < D

より 4Dk < �.y; ´/となる y; ´ 2 Kが存在し，必要があれば yと ´を入れ替えて
�.x; ´/ � �.x; y/と仮定することで 4Dk < �.y; ´/ � �.y; x/ C �.x; ´/ � 2�.x; y/,
よって �.x; y/ > 2Dk となるので，y 2 K� を満たすように � 2 Wk を取れば
先の議論から Kv \ K� D ; でなくてはならない．そこで w 2 W� とすると，
Kwv \ Kw� D Fw.Kv \ K� / D ;なので �.Kw/ � �.Kwv [ Kw� / D �.Kwv/ C

�.Kw� / � �.Kwv/ C 
k�.Kw/となり，よって �.Kwv/ � .1 � 
k/�.Kw/.
(3) k 2 Nを (2)のように取り v 2 Wkとすると (2), (1)より 1�
k � �.Kv/=�.K/ >

0,従って 
k < 1なので 
 < 1.また x 2 Kとし! 2 ��1.x/を取ると，m 2 Nに対
し (2), (3)より�.¹xº/ � �.KŒ!�km

/ � .1�
k/m�.K/
m!1
����! 0,よって�.¹xº/ D 0.

(4) K 6D V0
K なので，� の連続性より � 2 W�が存在してK� \ V0

K
D ;. w 2 W�,

" 2 .0; 1/とする．本節末の定理1.47により，Kの開集合U が存在してFw.V0
K

/ �

U かつ �.U / < �
�
Fw.V0

K
/
�

C ". W U
� WD ¹v 2 W� j Kv � U , jvj � jwjºとおく

と，U は K の開集合なので � の連続性より各 x 2 U に対し x 2 Kv となる
v 2 W U

� が存在し，よって U D
S

v2W U
�

Kv .ここで u; v 2 W� に対し †v ¤ †u

となる為にはある u0 2 W� n ¹;º により v D uu0 となることが必要十分である
ことに注意すると，W U

�� WD ¹v 2 W U
� j ¹u 2 W U

� j †v ¤ †uº D ;º とおけば
U D

S
v2W U

��
Kv であり，また u; v 2 W U

��, u 6D vに対し †u \ †v D ;,従って命
題 1.24-(2)よりKu� \ Kv� D ;となる．さらに v 2 W U

��とすると，†w \ †v D ;

なら命題 1.24-(2)より Fw.V0
K

/ \ Kv� � Kw \ .Kv n Fv.V0// D ;であり，他方
†w \ †v 6D ;ならば jvj � jwjより u 2 W� が存在して v D wu,よって補題 1.38
より Fw.V0

K
/ \ Kv� D Fw.V0

K
\ Ku� / � Fw.V0

K
\ KI

u/ D ;となる．従って
Fw.V0

K
/ � U n

S
v2W U

��
Kv� であり，よって

�
�
Fw.V0

K
/
�

� �
�
U n

[
v2W U

��

Kv�

�
D �.U / �

X
v2W U

��

�.Kv� /

� �.U / � 
 j� j
X

v2W U
��

�.Kv/ � .1 � 
 j� j/�.U /

� .1 � 
 j� j/�
�
Fw.V0

K
/
�

C .1 � 
 j� j/":

" 2 .0; 1/は任意なので，これより �
�
Fw.V0

K
/
�

D 0を得る．

上の定理 1.40と定理 1.45-(4)の証明の中で測度論からの基本的な事実を用い
た．本節の最後に，読者の便の為それらの事実の主張と証明を与えておく．

定理 1.46 (Dynkin族定理). X を集合とし，Dを X における Dynkin族 (Dynkin
system),すなわち X の部分集合からなる次の 3条件を満たす集合族とする：
(D1) X 2 D.
(D2) A; B 2 Dかつ A � B ならば B n A 2 D.
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(D3) ¹Anº1
nD1 � Dかつ任意の n 2 Nに対し An � AnC1 ならば

S1

nD1 An 2 D.
Aを X の部分集合からなる集合族とし，任意の A; B 2 Aに対し A \ B 2 Aと
仮定する．このときもし A � Dならば，Aを含む最小の X における � -加法族
�X .A/はDに含まれる，すなわち �X .A/ � D.

証明. まず，Dが任意のA; B 2 Dに対しA \ B 2 Dを満たすならばDはX にお
ける � -加法族であることを示そう．実際，(D1)よりX 2 D,よって (D2)より任意
のA 2 Dに対しX nA 2 Dであり，特に ; D X nX 2 D.次にA; B 2 Dとすると，
X nA; X nB 2 Dであり，Dに対して冒頭でおいた仮定から .X nA/\.X nB/ 2 D,
従ってA[B D X n

�
.X nA/\ .X nB/

�
2 D. そこで ¹Anº1

nD1 � Dとし，各 n 2 N
に対しBn WD

Sn
iD1 Ai とおくと，Bn � BnC1であり，先の議論からBn 2 D,よっ

て (D3)により
S1

nD1 An D
S1

nD1 Bn 2 D. ゆえにX におけるDynkin族Dが任意
の A; B 2 Dに対し A \ B 2 Dを満たすとき，Dは X における �-加法族である．
さて，ıX .A/ WD

T
B: X における Dynkin 族，A � B Bとおく．X におけるDynkin族

Bで Aを含むものは少なくとも 1つ存在する（Bとして X の部分集合全体の集
合を取ればよい）ので，上記の共通部分を考えることは可能であり，それにより
ıX .A/が定義される．容易に分かるように ıX .A/もAを含むX における Dynkin
族なので，ıX .A/はAを含む最小のX における Dynkin族である．定理の主張で
与えられたDも Aを含む X における Dynkin族なので，ıX .A/ � Dである．
そこであとは ıX .A/ D �X .A/を示せばよい．�X .A/は Aを含む X における

Dynkin族なので ıX .A/ � �X .A/である．逆の包含関係を示すには ıX .A/がX に
おける � -加法族であることを示せばよく，その為にはこの証明の冒頭の議論から，
任意の A; B 2 ıX .A/に対し A \ B 2 ıX .A/であることを示せばよい．

Y 2 ıX .A/とし，DY WD ¹A � X j A \ Y 2 ıX .A/ºとおく．このとき DY は
X における Dynkin族である．実際，X \ Y D Y 2 ıX .A/なので X 2 DY であ
り，A; B 2 DY かつ A � B ならば A \ Y; B \ Y 2 ıX .A/, A \ Y � B \ Y なので
.B nA/\Y D .B \Y /n .A\Y / 2 ıX .A/,従ってB nA 2 DY .また ¹Anº1

nD1 � DY

が任意の n 2 Nに対し An � AnC1 を満たすならば，An \ Y 2 ıX .A/, An \ Y �

AnC1 \Y なので Y \
S1

nD1 An D
S1

nD1.An \Y / 2 ıX .A/,よって
S1

nD1 An 2 DY .
Y 2 Aとすると，Aに対する仮定から任意のA 2 Aに対しA\Y 2 A � ıX .A/

なのでA 2 DY ,よってA � DY .従って任意のY 2 Aに対し ıX .A/ � DY となるが，
これは Y 2 ıX .A/ならばA � DY であることを意味し，従って任意の Y 2 ıX .A/

に対し ıX .A/ � DY . ゆえに任意の A; B 2 ıX .A/に対し A \ B 2 ıX .A/.

定理 1.47. Xを距離化可能な位相空間，�をX上の有限Borel測度とし，A 2 B.X/

とする．このとき任意の " 2 .0; 1/に対し，F � A � U を満たす X の開集合 U

と X の閉集合 F が存在して �.U / < �.A/ C "かつ �.A/ < �.F / C ".

証明. X の部分集合からなる集合族 Aを

A WD

²
A � X

ˇ̌̌̌
任意の " 2 .0; 1/に対し，Xの開集合U とXの閉
集合F が存在してF � A � U かつ�.U nF / < "

³
(1.16)

で定める．AがXの閉集合全体を含み，かつXにおける� -加法族になっていること
を示そう．�をXの位相に適合したX上の距離関数，F をXの閉集合とし，n 2 N
に対し Un WD

S
x2F B�.x; 1=n/とおく．すると UnはX の開集合で F � UnC1 �

Un を満たし，さらに F が X の閉集合であることから F D
T1

nD1 Un が分かる．
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従って，�.X/ < 1に注意すると 0 D limn!1 �.Un/��.F / D limn!1 �.Un nF /

となり，よって F 2 A.
空集合 ;は X の閉集合なので ; 2 A. A 2 Aとすると，" 2 .0; 1/と (1.16)

のような U; F � X に対し F � A � U より X n U � X n A � X n F であり，ま
た .X n F / n .X n U / D U n F より �..X n F / n .X n U // D �.U n F / < "である
ので X n A 2 A. 次に ¹Anº1

nD1 � A, " 2 .0; 1/とし，各 n 2 Nに対し X の開集
合 Un と X の閉集合 Fn を Fn � An � Un かつ �.Un n Fn/ < 2�n"となるように
取る．このとき

S1

nD1 Fn �
S1

nD1 An �
S1

nD1 Un,

�

 
1[

nD1

Un n

1[
nD1

Fn

!
� �

 
1[

nD1

.Un n Fn/

!
�

1X
nD1

�.Un n Fn/ < ":

さらに �
�S1

nD1 Fn

�
D limn!1 �

�Sn
iD1 Fi

�
なので k 2 N を �

�S1

nD1 Fn

�
�

�
�Sk

nD1 Fn

�
C "となるように取ることができ，すると �

�S1

nD1 Un n
Sk

nD1 Fn

�
D

�
�S1

nD1 Un n
S1

nD1 Fn

�
C�

�S1

nD1 Fn n
Sk

nD1 Fn

�
< 2"となり，なおかつ

S1

nD1 Un

はX の開集合，
Sk

nD1 FnはX の閉集合で
Sk

nD1 Fn �
S1

nD1 An �
S1

nD1 Unを満
たす．従って

S1

nD1 An 2 Aとなり，以上から Aは X における � -加法族である．
これとAがX の閉集合全体を含むことからAはX の開集合全体も含み，よって
B.X/ � Aとなる．Aの定義 (1.16)よりこれは定理の主張の成立を意味する．

1.6 自己相似構造の連結性
本節を通して L D .K; S; ¹Fi ºi2S /は与えられた自己相似構造とする．本節の目的
は次の定理を示すことである．

定理 1.48. 次の 3条件は互いに同値である．
(1) K は連結である．
(2) K は弧状連結である．
(3)任意の i; j 2 S に対し，n 2 Nと ¹ikºn

kD0
� S が存在して，i0 D i , in D j か

つ任意の k 2 ¹1; : : : ; nºに対し Kik�1
\ Kik 6D ;.

証明. (2) ) (1): 一般に弧状連結な位相空間は連結であることから従う．
(1) ) (3): i 2 S とする．Si � S を

Si WD

²
j 2 S

ˇ̌̌̌
n 2 Nと ¹ikºn

kD0
� S が存在して，i0 D i , in D j

かつ任意の k 2 ¹1; : : : ; nºに対し Kik�1
\ Kik 6D ;

³
(1.17)

で定め，Ui WD
S

j 2Si
Kj とおく．明らかに i 2 Si であるから Si 6D ;, Ui 6D ;

であり，また Ui は K の閉集合である．さらに j 2 S n Si に対しては Si の定義
(1.17)からKj \ Ui D ;でなければならず，従って Ui \

S
j 2SnSi

Kj D ;であり，
これと K D

S
j 2S Kj D Ui [

S
j 2SnSi

Kj より
S

j 2SnSi
Kj D K n Ui となるので

K n Ui も K の閉集合でもある．すなわち Ui は K において開かつ閉であるので
Kの連結性から Ui D ;または Ui D Kであるが，Ui 6D ;なので Ui D K,従ってS

j 2SnSi
Kj D K n Ui D ;となる．よって S n Si D ;, Si D S となり，(3)を得る．

(3) ) (2): #S D 1のときは � W † D †.S/ ! K の全射性より #K D 1となり
K は弧状連結である．そこで #S � 2と仮定する．i; j 2 S とする．i D j のと
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きは (3)のような n 2 Nと ¹ikºn
kD0

� S として n WD #S � 1, ik WD i が取れる．
i 6D j のときは，(3)のような n 2 Nと ¹ikºn

kD0
� S を ¹0; : : : ; nº 3 k 7! ik 2 S

が単射であるように選べることは容易に示せる（このとき n � #S � 1）ので，そ
れを n < #S � 1であれば n < k � #S � 1に対し ik WD j と定めて延長するこ
とで n D #S � 1と仮定してよい．そこで以下この証明中では n WD #S とし，各
i; j 2 S に対し (3)のような ¹ikºn�1

kD0
� S を 1つ取りそれを ¹ik.i; j /ºn�1

kD0
とおく．

また Ki \ Kj 6D ;を満たすような各 i; j 2 S に対し q.i; j / 2 Ki \ Kj を取って
おき，さらに各 x 2 K に対し x 2 Ki.x/ となるような i.x/ 2 S を取っておく．
さて x; y 2 Kとし，
.0/ D x, 
.1/ D yを満たす連続写像 
 W Œ0; 1� ! Kを構

成しよう．¹w1;kºn�1
kD0

� W1 D Sをw1;k WD ik.i.x/; i.y//で定義し，¹x1;kºn
kD0

� K

を x1;0 WD x, x1;n WD y, k 2 ¹1; : : : ; n�1ºに対し x1;k WD q.w1;k�1; w1;k/で定める．
定義から k 2 ¹0; : : : ; n�1ºに対し x1;k ; x1;kC1 2 Kw1;k

であることに注意する．次
にm 2 Nとし，¹wm;kºnm�1

kD0
� Wmと ¹xm;kºnm

kD0
� Kで任意の k 2 ¹0; : : : ; nm �1º

に対し xm;k ; xm;kC1 2 Kwm;k
を満たすものが与えられたと仮定する．このとき

k 2 ¹0; : : : nm � 1ºに対し，まず ¹imC1;lº
.kC1/n�1

lDkn
� S を

imC1;l WD il�kn

�
i
�
F �1

wm;k
.xm;k/

�
; i
�
F �1

wm;k
.xm;kC1/

��
で定める．次に ¹wmC1;lº

.kC1/n�1

lDkn
� WmC1 を wmC1;l WD wm;kimC1;l で定め，

¹xmC1;lº
.kC1/n

lDkn
� K を xmC1;kn WD xm;k , xmC1;.kC1/n WD xm;kC1, l 2 ¹kn C

1; : : : ; .k C 1/n � 1ºに対し xmC1;l WD Fwm;k

�
q.imC1;l�1; imC1;l /

�
で定める．する

と再び定義により l 2 ¹kn; : : : ; .k C 1/n � 1ºに対し xmC1;l ; xmC1;lC1 2 KwmC1;l

であり，k 2 ¹0; : : : nm � 1ºは任意なので結局任意の l 2 ¹0; : : : ; nmC1 � 1ºに対し
xmC1;l ; xmC1;lC1 2 KwmC1;l

が得られる．従って，本段落冒頭の ¹w1;kºn�1
kD0

� W1

と ¹x1;kºn
kD0

� K から始めて上記の構成を帰納的に行えば，各 m 2 N に対し
¹wm;kºnm�1

kD0
� Wmと ¹xm;kºnm

kD0
� Kが得られる．このとき構成方法から，m 2 N,

k 2 ¹0; : : : ; nm � 1ºに対し

xm;k ; xm;kC1 2 Kwm;k
;

[.kC1/n�1

lDkn
†wmC1;l

� †wm;k
(1.18)

であり，また

m 2 Nと k 2 ¹0; : : : ; nm
ºに対し xmC1;kn D xm;k : (1.19)

そこで An WD
S

m2N¹kn�m j k 2 ¹0; : : : ; nmººとおき，
 W An ! K を t 2 An

に対し t D kn�m となる m 2 N, k 2 ¹0; : : : ; nmºを任意に取って 
.t/ WD xm;k

で定める（(1.19)によりこの定義は t D kn�m となる m; k の取り方には依存し
ない）．このとき，m 2 N, k 2 ¹0; : : : ; nm � 1ºとすると，任意の j 2 Nと任意
の l 2 ¹knj ; : : : ; .k C 1/nj � 1ºに対し xmCj;l ; xmCj;lC1 2 KwmCj;l

� Kwm;k
で

あることが (1.18)を用いて j についての数学的帰納法により容易に確認できる
ので，


�
An \ Œkn�m; .k C 1/n�m�

�
� Kwm;k

となる．従って �を K の位相に適
合した K 上の距離関数とすると，js � t j � n�m を満たす任意の s; t 2 An に対
し �.
.s/; 
.t// � 2 maxw2Wm

diam� Kw となり，これと (1.10)より 
 は An から
.K; �/ への写像として一様連続であることが分かる．そこで .K; �/ がコンパク
ト，従って完備であることと次の演習 1.9-(1)により，e
 jAn

D 
 を満たす連続写像
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e
 W An
R

D Œ0; 1� ! K が唯 1つ存在し，さらにこのe
 はe
.0/ D 
.0/ D x1;0 D x,e
.1/ D 
.1/ D x1;n D y を満たす．ゆえにK は弧状連結である．

上の定理 1.48の (3) ) (2)の証明の中で次の演習 1.9-(1)の事実を用いた．

演習 1.9. .X; �X /; .Y; �Y / は距離空間で .Y; �Y / は完備であるとする．Z � X ,
Z 6D ;とし，f W Z ! Y は（距離関数 �X ; �Y について）一様連続であるとする．
(1) gjZ D f を満たす連続写像 g W Z

X
! Y が唯 1つ存在することを示せ．

(2) gは（距離関数 �X ; �Y について）一様連続であることを示せ．

系 1.49. Kが連結ならば，Kは局所弧状連結である，すなわち任意の x 2 Kに対
し ¹U � K j U は弧状連結で x 2 intK U ºが K における x の基本近傍系をなす．

証明. 定理 1.48より K は弧状連結なので，任意の w 2 W� に対し Kw D Fw.K/

は弧状連結である．そこで x 2 K とすると，任意のm 2 N [ ¹0ºに対しKm;x WDS
w2Wm; x2Kw

Kw は弧状連結であり，従って命題 1.26により ¹Km;xºm2N[¹0ºは弧
状連結なK の部分集合からなる，K における x の基本近傍系である．

定理 1.50. #K � 2, #V0 < 1かつKは連結と仮定する．このとき #S � 2, #V0 � 2,
V�

K
D K 6D V0

K
D V0 であり，さらに任意の m 2 N [ ¹0ºに対し Vm ¤ VmC1.

証明. #K � 2と � W † D †.S/ ! K の全射性から #S � 2である．V0 D ;と仮
定すると命題 1.24-(3)より � W † ! Kは単射，従って同相写像となるが，#S � 2

より † D †.S/は連結でないのでこれは K が連結という仮定に反する．従って
V0 6D ;であり，特に命題 1.24-(4)より V�

K
D K. #V0 < 1より V0

K
D V0であり，

また K D V0 とするとK が連結かつ #K � 2であることに反するのでK 6D V0.
次にm 2 N[¹0ºとし Vm D VmC1と仮定すると，(1.9)より帰納的に n � mで

あるような任意の n 2 N [ ¹0ºに対し Vm D Vn,よって命題 1.24-(4)より V� D Vm

となるが，このとき #V0 < 1より #Vm < 1であるのでK D V�

K
D Vm

K
D Vm

となり，K が連結かつ #K � 2であることに矛盾する．よって Vm ¤ VmC1.
最後に，#V0 � 2を示す為に #V0 D 1と仮定する．i; j 2 S , i 6D j とすると，定

理 1.48により n 2 Nと ¹ikºn
kD0

� S を i0 D i , in D j かつ任意の k 2 ¹1; : : : ; nºに
対しKik�1

\Kik 6D ;となるように取れるが，定理 1.48の (3) ) (2)の証明中でも
触れたようにこの nと ¹ikºn

kD0
は ¹0; : : : ; nº 3 k 7! ik 2 S が単射であるように取

ることができる．すると k 2 ¹1; : : : ; nºに対し ik�1 6D ikなので命題 1.24-(2)により
Fik�1

.V0/\Fik .V0/ D Kik�1
\Kik 6D ;,よって #V0 D 1より Fik�1

.V0/ D Fik .V0/

となり，従って Fi .V0/ D Fi0.V0/ D Fin.V0/ D Fj .V0/.すなわち任意の i; j 2 S

に対し Fi .V0/ D Fj .V0/,よって i 2 S に対し V1 D
S

j 2S Fj .V0/ D Fi .V0/,従って
#V1 D 1となり ; 6D V0 ¤ V1であることに矛盾する．よって #V0 � 2である．

第 1章参考文献
1.1節の記述は [21, Section 1.1]に従っており，演習 1.1は [21, Exercise 1.1]から
採った．

1.2節は [21, Section 1.2]の前半部分に従った．
1.3節はほぼ [21, Section 1.3]に従っているが，自己相似構造L D .K; S; ¹Fi ºi2S /

が（¹Fi ºi2S に重複がないという意味で）極小 (minimal)である為の条件を与える
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[21, Theorem 1.3.8]は，具体例においては問題になることがまずないため本稿で
は省略した．その他，定義 1.28-(2)は [23, Definition 1.2.1-(3)]から採ったもので
あり，また命題 1.29は [21, Proof of Lemma 4.2.3]による．命題 1.30は前半の主
張は [21, Proposition 1.2.4]から採ったものであり，後半の主張は p.-c.f.自己相似
構造に対する [21, Lemma 1.3.14]の弱有限な自己相似構造への拡張である．

1.4節は [21, Examples 1.2.6–1.2.9, 1.3.15–1.3.17 and Exercise 1.3]の記述をよ
り詳しく補ったものである．

1.5節の記述は（測度論についての基本事項である定理 1.46，定理 1.47とその
直接の帰結である定理 1.40を除いて）主に [23, Section 1.2]に従った．定理 1.42
は [21, Proposition 1.4.4]の細部を補ったものである．定理 1.45については，定
理 1.45-(1),(2),(3)は [21, Lemma 3.4.1]に，定理 1.45-(4)は [23, Theorem 1.2.4]に
よる．

1.6節の記述は概ね [21, Section 1.6]の前半部分に従った．定理 1.48は畑 [13]
により得られたものである．ここでは [21, Theorem 1.6.2] の記述と証明に概ね
倣ったが，(3) ) (2)の証明については表現を少し改め詳細を補った．系 1.49は
[21, Proposition 1.6.4]から採った．定理 1.50は [21, Section 1.6, Chapters 3–5 and
Appendix A]において，明確な言及のないまま議論の前提として至る所で暗に使
われており，ここでは [21]を補完する目的でその主張と証明を述べた．
なお難しい証明を要するため本稿では触れないが，[21, Section 1.6]の後半では

Kが連結であるような p.-c.f.自己相似構造 L D .K; S; ¹Fi ºi2S /に対して，K n V0

の連結成分の構造の詳細な解析がなされているので合わせて参照されたい．





第2章

抵抗形式と有効抵抗距離

本章では，第 3章で自己相似フラクタル上に Laplacianを構成するための準備と
して，抵抗形式とそこから生じる対称正則 Dirichlet形式の一般論を取り扱う．
対称正則Dirichlet形式とは，Euclid空間Rd 上の（適当な滑らかさを持つ）関

数 u; vに対して定義される双線型形式

E.u; v/ WD

Z
Rd

hru; rvidx (2.1)

を抽象的に一般化した概念である．双線型形式 (2.1)が部分積分の公式Z
Rd

hru; rvidx D �

Z
Rd

v�udx (2.2)

により Rd 上の通常の Laplacian �との自然な対応関係を持つように，対称正則
Dirichlet形式が与えられるとL2-内積を経由して Laplacianに相当する（自己共役
で，一般に有界とは限らない）作用素を自然に定めることができる．
また確率論的な対応物として，Rd 上にはよく知られているように Brown運

動（Wiener過程）B D .¹Bt ºt2Œ0;1/; ¹Pxºx2Rd /が定義され，その性質から（多少
の面倒な計算は必要になるが，比較的容易に）

lim
t#0

Ex Œu.B2t /� � u.x/

t
D �u.x/ (2.3)

が適当な滑らかさと可積分性を持つ関数 uに対して成り立つことが証明される．
関係式 (2.3)の一般化として対称正則 Dirichlet形式に対しては，適当に良い性質
を持つ確率過程 X D ¹Xt ºで，(2.3)に相当する関係式を（L2-ノルム収束の意味
で）満たすものが存在することが知られている．
さらにBrown運動B D ¹Bt ºt2Œ0;1/についてはその見本路 Œ0; 1/ 3 t 7! Bt .!/

は連続であるが，この性質は対応する Dirichlet形式の局所性

suppRd Œu� \ suppRd Œv� D ; H)

Z
Rd

hru; rvidx D 0 (2.4)

により特徴付けられる．すなわち，対称正則 Dirichlet 形式に対応する確率過程
X D ¹Xt ºが連続な見本路を持つためには，元のDirichlet形式が (2.4)に相当する

35
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局所性を持つという意味で局所的であることが必要十分である．（上記の対称正則
Dirichlet形式の一般論について詳細は [11, 9]を参照のこと．）
さて，我々の目標は自己相似フラクタルにおいて自然な Laplacianや熱方程式

を定式化することであった．フラクタルとしては連結（従って定理 1.48により弧
状連結）なものを考えており，すると「熱は空間を連続的に伝わる」と考えるの
が自然であるから，Laplacianに対応する確率過程は連続な見本路を持つことが
当然に要求される．そこで上記の対称正則 Dirichlet形式の一般論を考慮すると，
自己相似フラクタル上に（非自明で）局所的な対称正則 Dirichlet形式を構成する
ことさえできれば，あとは [11, 9]にある一般論を適用することで Laplacianやそ
れに (2.3)の意味で対応する確率過程も自動的に得られ，Laplacianの構成という
我々の目標が達成される．そこで（非自明で）局所的な対称正則 Dirichlet形式を
自己相似フラクタル上に構成すればよいことになる．
その方法として，素朴には次のようなものが考えられる：

1. 与えられた自己相似フラクタルK を有限部分集合の増大列 ¹Vmºm2N[¹0ºに
より近似する．

2. 各 Vm 上の Dirichlet形式 E .m/ W RVm � RVm ! Rをとる．

3. ¹.Vm; E .m//ºm2N[¹0ºを適切に選んでその「m ! 1とした極限」を取ること
により，K 上の（非自明で自然な）対称正則 Dirichlet形式 E が得られる．

このアイデアを実行するのは非常に難しいのが普通である1が，実は p.-c.f.自己
相似構造（定義 1.15参照）に対しては定義 1.21の ¹Vmºm2N[¹0ºを考えることで，
比較的平易な議論により上記のアイデアを実行することができる．さらに各 E .m/

が極限のDirichlet形式 E の Vmへの「制限」（あるいは，E が ¹.Vm; E .m//ºm2N[¹0º

の「帰納極限」2）になっていることが分かり，そのことから E について色々と具
体的な計算を行うことが可能になる．以上のことを証明し，それにより p.-c.f.自
己相似構造上の局所的な Dirichlet形式を得るのが第 3章の目標である．
本章ではその準備として，主に [21, Chapter 2]に従い有限集合上のDirichlet形

式の列の「帰納極限」についての一般論を展開する．具体的には，まず 2.1節で有
限集合上のDirichlet形式3の性質を詳しく調べる．そこで見るように，有限集合 V

において Dirichlet形式 E を考えることは V に連結な電気回路の構造を導入する
ことに他ならず，そこで自然に定まる 2点 x; y 2 V の間の「有効抵抗」RE.x; y/

を考えると実は RE は V 上の距離関数になる．この「有効抵抗距離」の概念が本
章では（従って p.-c.f.自己相似構造上の Laplacianの構成と解析にも）極めて重
要な役割を果たす．続いて 2.2節で，有限集合 Vmとその上の Dirichlet形式 E .m/

の列 S D ¹.Vm; E .m//ºm2N[¹0ºの自然な「帰納極限」を取ることができるための条
件を与え，さらに極限として得られる可算集合

S1

mD0 Vm 上の双線型形式 ES の
基本性質を述べる．2.3節では，2.2節の ES と同様の性質を有する，可算とは限

1例えば Sierpiński carpetに対してはこれは楠岡-Zhou [27]によりなされたが，そこでの証明は複雑
な計算による幾つもの精密な不等式評価の積み重ねであり，細部まで正確に理解するのはかなり骨が
折れる．以前筆者が [27]を読んだときには，途中の計算を追うことはできた（と思う）がその計算に
至る発想の由来は全然分からなかった．

2「帰納極限」という語はここでは「極限値の『有限の段階への制限』が極限を取る前の値に一致
するという性質を満たすような極限概念」の意味に用いている．

3本章で取り扱う有限集合上の Dirichlet 形式は，正確には Dirichlet 形式の一般論で言うところの
「既約再帰的な」Dirichlet 形式である．定義 2.2 とその直前の記述を参照のこと．
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らない一般の集合上で定義された双線型形式を「抵抗形式」として定式化しその
一般論を展開する．特に，任意の抵抗形式が有限集合上の Dirichlet形式の「帰納
極限」として記述できること，有効抵抗距離に関する完備化を考えることにより
2.2節の ES から自然に非可算集合上の抵抗形式が得られること，及び Green関数
が抵抗形式の再生核として自然に定まりかつ有効抵抗距離を用いて具体的に表現
されることを示す．最後に 2.4節では，ある条件の下では抵抗形式を [11, 9]の意
味での対称正則 Dirichlet形式と見なせることを示す．
なお第 0章末尾で触れたように，本章の内容は（定理 2.40の証明に演習 1.9-(1)

の結果を用いていること以外は）第 1章とは独立しており，第 1章を読まずに直
接本章を読むことも可能な構成になっているので留意されたい．

2.1 有限集合上の抵抗形式と有効抵抗距離
本節では有限集合上の Dirichlet形式と対応する有効抵抗距離の基本性質を取り扱
う．まず，本節を通して使われる記号を 3つ準備する．

記号. (1) K を空でない集合とする．A � K に対し 1K
A 2 RK D ¹u j u W K ! Rº

を

1K
A .x/ WD

´
1 x 2 A;

0 x 2 K n A;
(2.5)

で定める．誤解の恐れがない場合には，K を省略してこれを単に 1A と書く．ま
た x 2 K に対し 1K

¹xº
; 1¹xº をそれぞれ単に 1K

x ; 1x と書く．
(2)空でない有限集合 V に対し，RV 上の内積 h�; �iV を次で定める：

hu; viV WD
X
x2V

u.x/v.x/; u; v 2 RV : (2.6)

(3) U; V を空でない有限集合とする．線型写像 L W RV ! RU に対し Lxy WD

.L1V
y /.x/により行列 .Lxy/x2U; y2V 2 RU �V を定める．容易に分かるように，L 7!

.Lxy/x2U; y2V は線型写像 L W RV ! RU の全体から行列 .Lxy/x2U; y2V 2 RU �V

の全体への線型同型であり，以下この線型同型により線型写像 L W RV ! RU と
行列 .Lxy/x2U; y2V D

�
.L1V

y /.x/
�

x2U; y2V
2 RU �V を同一視する．

さらに U D V のとき，線型写像 L W RV ! RV に対し双線型形式 EL W

RV � RV ! Rを EL.u; v/ WD hu; �LviV で定める．Lが内積 h�; �iV について対称
（すなわち双線型形式 EL が対称）であるためには Lに対応する行列 .Lxy/x;y2V

が対称行列であることが必要十分であることを注意しておく．

まず，次の基本的な事実を思い出しておく．

命題 2.1 (Cauchy-Schwarzの不等式). F を R上の線型空間とし，E W F � F ! R
を F 上の非負定値対称双線型形式とする．このとき任意の u; v 2 F に対し

jE.u; v/j � E.u; u/1=2E.v; v/1=2; (2.7)

E.u C v; u C v/1=2
� E.u; u/1=2

C E.v; v/1=2: (2.8)
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証明. u; v 2 F , t 2 Rとする．E は非負定値対称双線型なので

0 � E.u C tv; u C tv/ D E.u; u/ C 2tE.u; v/ C t2E.v; v/: (2.9)

E.v; v/ D 0のときは，(2.9)より任意の t 2 .0; 1/に対し jE.u; v/j � t�1E.u; u/

であり，従って E.u; v/ D 0となり (2.7)が成り立つ．E.v; v/ > 0のときは，(2.9)
で t WD �E.u; v/=E.v; v/とおくことで 0 � E.u; u/E.v; v/ � E.u; v/2 となり (2.7)
を得る．さらに (2.9)で t D 1として (2.7)を用いれば直ちに (2.8)が従う．

有限集合上の（既約再帰的な）Dirichlet形式は次で定義される．なお，有限集
合に対しては次の定義は後に 2.3節で与える抵抗形式の定義（定義 2.26）と一致
するため，用語の統一のため最初からこれを抵抗形式と呼ぶことにする．

定義 2.2 (有限集合上の抵抗形式). V を空でない有限集合とする．RV 上の非負定
値対称双線型形式 E W RV � RV ! Rが次の 2条件を満たすとき，E は V 上の抵
抗形式 (resistance form)であるという：
(RF1)fin ¹u 2 RV j E.u; u/ D 0º D R1V .
(RF2)fin（Markov性）任意の u 2 RV に対し E.uC ^ 1; uC ^ 1/ � E.u; u/.
さらに RF.V / WD ¹E j E は V 上の抵抗形式ºとおく．

定義 2.3 (有限集合上の Laplacian). V を空でない有限集合とする．RV 上の対称
線型写像 L D .Lxy/x;y2V W RV ! RV が次の 2条件を満たすとき，Lは V 上の
Laplacianであるという：
(LA1) ¹u 2 RV j Lu D 0º D R1V .
(LA2) x 6D y なる任意の x; y 2 V に対し Lxy � 0.
さらに LA.V / WD ¹L j Lは V 上の Laplacianºとおく．

定義 2.4 (有限集合上の抵抗網構造). V を空でない有限集合とする．次の 2条件を満
たす r D .rxy/x;y2V; x 6Dy � .0; 1�を V 上の抵抗網構造 (resistor network structure)
という：
(RN1) x 6D y なる任意の x; y 2 V に対し rxy D ryx .
(RN2) x 6D y なる任意の x; y 2 V に対し，n 2 Nと ¹xkºn

kD0
� V が存在して，

x0 D x, xn D y,かつ任意の k 2 ¹1; : : : ; nºに対し xk�1 6D xk かつ rxk�1xk
< 1.

さらに RN.V / WD ¹r j r は V 上の抵抗網構造ºとおく．

次の命題に述べるように，RF.V /; LA.V /; RN.V /の間には自然な全単射が存
在し，これにより E 2 RF.V /は対応する LE 2 LA.V /及び rLE 2 RN.V /と自然
に同一視される．

命題 2.5. V を空でない有限集合とする．
(1) L 2 LA.V /に対し EL 2 RF.V /であり，LA.V / 3 L 7! EL 2 RF.V /は全単
射でその逆写像は RF.V / 3 E 7! LE WD .�E.1x ; 1y//x;y2V で与えられる．
(2) L D .Lxy/x;y2V 2 LA.V / に対し rL WD .L�1

xy /x;y2V; x 6Dy � .0; 1� (0�1 WD

1) とおくと rL 2 RN.V /. また r D .rxy/x;y2V; x 6Dy 2 RN.V / に対し Lr D

.Lxy/x;y2V 2 RV �V を x 6D y のとき Lxy WD r�1
xy , x D y のとき Lxx WD

�
P

´2V n¹xº r�1
x´ (1�1 WD 0)により定めると Lr 2 LA.V /.さらに LA.V / 3 L 7!

rL 2 RN.V /と RN.V / 3 r 7! Lr 2 LA.V /は互いに逆の全単射である．



2.1. 有限集合上の抵抗形式と有効抵抗距離 39

証明. (1) L D .Lxy/x;y2V 2 LA.V /とし，u 2 RV とする．(LA1)と Lの対称性
より任意の x 2 V に対し

P
y2V Lxy D

P
y2V Lyx D 0であるので，(LA2)より

EL.u; u/ D �
X

x;y2V

Lxyu.x/u.y/ D
1

2

X
x;y2V

Lxy.u.x/ � u.y//2
� 0: (2.10)

すると EL は RV 上の非負定値対称双線型形式となるので，EL.u; u/ D 0とする
と (2.7)により hLu; LuiV D EL.�Lu; u/ D 0,従って Lu D 0となり，(LA1)より
u 2 R1V .逆に u 2 R1V のとき Lu D 0より EL.u; u/ D hu; �LuiV D 0.さらに
任意の x; y 2 V に対し j.uC ^ 1/.x/ � .uC ^ 1/.y/j � ju.x/ � u.y/jであるので，
(2.10)より EL.uC ^ 1; uC ^ 1/ � EL.u; u/.以上から EL 2 RF.V /.また明らかに
LEL

D .�EL.1x ; 1y//x;y2V D Lであり，特に LA.V / 3 L 7! EL 2 RF.V /は単射
である．
次に E 2 RF.V /とし，LE D .�E.1x ; 1y//x;y2V DW .Lxy/x;y2V とおく．明ら

かに E D ELE であるので，前段落を考慮すると LE 2 LA.V /を示せば (1)の証
明が完了する．E の対称性から LE は対称である．u 2 R1V ならば (RF1)fin より
E.u; u/ D 0,従って (2.7)より hLEu; LEuiV D �E.LEu; u/ D 0となり，よって
LEu D 0.逆に u 2 RV , LEu D 0ならば E.u; u/ D hu; �LEuiV D 0となり (RF1)fin
より u 2 R1V .次に (LA2)を示すために x; y 2 V , x 6D y とする．" 2 .0; 1/とし
u WD 1x � "1y 2 RV とおくと，uC ^ 1 D 1x であるので (RF2)fin により

�Lxx C 2"Lxy � "2Lyy D E.u; u/ � E.uC
^ 1; uC

^ 1/ D �Lxx ;

従ってLxy � ."=2/Lyy となり，" 2 .0; 1/は任意であるのでLxy � 0.よってLE
が (LA2)を満たすことが分かり，LE 2 LA.V /.
(2) L D .Lxy/x;y2V 2 LA.V /とする．Lは対称なので rL D .L�1

xy /x;y2V; x 6Dy DW

.rxy/x;y2V; x 6Dy は (RN1)を満たす．(RN2)を示すために，x 2 V とし

V x
L WD ¹xº [

²
y 2 V

ˇ̌̌̌
n 2 Nと ¹xkºn

kD0
� V が存在して，x0 D x, xn D y,かつ

任意のk 2 ¹1; : : : ; nºに対しxk�1 6D xkかつ rxk�1xk
< 1

³
(2.11)

とおく．すると V x
L の定義 (2.11)から y 2 V x

L , ´ 2 V n V x
L に対し ry´ D r´y D 1,

すなわち Ly´ D L´y D 0でなければならず，このとき L1V D 0より L1V x
L

D 0

が得られる．従って (LA1)より 1V x
L

2 R1V であり，1V x
L

.x/ D 1より 1V x
L

D 1V ,
すなわち V x

L D V . これは (RN2)を意味し，よって rL 2 RN.V /が従う．
逆に r D .rxy/x;y2V; x 6Dy 2 RN.V /とし Lr D .Lxy/x;y2V 2 RV �V を主張の

ように定める．Lr はその定義より (LA2)と Lr1V D 0を満たし，(RN1)より対
称である．次に u 2 RV は Lru D 0を満たすとし，u 2 R1V を示すために x 2 V

を u.x/ D max´2V u.´/となるように取る．y 2 V n ¹xºとし，(RN2)のように
n 2 Nと ¹xkºn

kD0
� V を取る．このとき u.x0/ D u.x/ D max´2V u.´/に注意し，

k 2 ¹1; : : : ; nº, u.xk�1/ D max´2V u.´/と仮定すると，rxk�1xk
2 .0; 1/であり

0 D .Lru/.xk�1/ D
X

´2V n¹xk�1º

r�1
xk�1´.u.´/ � u.xk�1// �

u.xk/ � u.xk�1/

rxk�1xk

� 0

なので u.xk/ D u.xk�1/ D max´2V u.´/.従って k についての数学的帰納法によ
り u.y/ D u.xn/ D u.x/となり，y 2 V n ¹xºは任意なので u D u.x/1V 2 R1V .
よって Lr 2 LA.V /である．
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最後に，容易に確認できるように任意の L 2 LA.V /に対し LrL
D L,また

任意の r 2 RN.V /に対し rLr D r であるので，LA.V / 3 L 7! rL 2 RN.V /と
RN.V / 3 r 7! Lr 2 LA.V /は互いに逆の全単射である．

注意 2.6. V を空でない有限集合，E 2 RF.V /とし，L D .Lxy/x;y2V WD LE 2

LA.V /, r D .rxy/x;y2V; x 6Dy WD rLE 2 RN.V /をそれぞれ命題 2.5の意味で E に対
応する V 上の Laplacian及び抵抗網構造とする．このとき x; y 2 V , x 6D y に対
し，rxy < 1なら xと yは抵抗値 rxy の抵抗器により接続されており，rxy D 1

なら xと yは抵抗器により直接接続されてはいないと考えることにより，V には
抵抗器のネットワーク構造が備わっていると見なすことができる．このとき (2.10)
より u 2 RV に対し

E.u; u/ D
1

2

X
x;y2V; x 6Dy

rxy<1

.u.x/ � u.y//2

rxy

(2.12)

であるが，(2.12)の右辺は

「抵抗網 .V; r/に電位 u D .u.x//x2V を与えたときの V 上での総消費電力」

に他ならない．RF.V /の元を V 上の抵抗形式と呼ぶのはこのことに由来する．

次に，抵抗形式の部分集合への「制限」について考察する．

補題 2.7. V を有限集合とし，U ¤ V , U 6D ;とする．L 2 LA.V /とし，T D

TU 2 RU �U , J D JU 2 R.V nU /�U , X D XU 2 R.V nU /�.V nU / を，Lの U , U n V

の各成分への分割
L D

�
T J �

J X

�
D

�
TU J �

U

JU XU

�
(2.13)

により定める．このとき X は負定値対称行列であり，また任意の u 2 RV に対し

EL.u; u/ D EX .ujV nU C X�1J.ujU /; ujV nU C X�1J.ujU //

C ET �J �X�1J .ujU ; ujU /: (2.14)

証明. Lは対称なので，(2.13)より X も対称である．v 2 RV nU とし， Qv 2 RV

を QvjV nU WD v, QvjU WD 0により定めると，EX .v; v/ D EL. Qv; Qv/ � 0なので EX は
非負定値であり，さらに EX .v; v/ D 0ならば (RF1)fin より Qv 2 R1V となるので
QvjU D 0 (U 6D ;)により Qv D 0,よって v D 0である．すなわち EX は正定値であ
り，従って X は負定値である（ので X�1 が存在する）．最後に u 2 RV に対し

EX .ujV nU C X�1J.ujU /; ujV nU C X�1J.ujU //

D hujV nU C X�1J.ujU /; �X.ujV nU / � J.ujU /iV nU

D hujV nU ; �X.ujV nU /iV nU C 2hujV nU ; �J.ujU /iV nU C hujU ; �J �X�1J.ujU /iU

D EL.u; u/ C hujU ; T .ujU /iU C hujU ; �J �X�1J.ujU /iU

D EL.u; u/ � ET �J �X�1J .ujU ; ujU /

となるので，(2.14)を得る．
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定理 2.8. V を有限集合とし，U ¤ V , U 6D ;とする．L 2 LA.V /とし，T 2

RU �U , J 2 R.V nU /�U , X 2 R.V nU /�.V nU / を (2.13) で定める．u 2 RU とし，
hU .u/ D hL

U .u/ 2 RV を hU .u/jU WD u, hU .u/jV nU WD �X�1J uで定める．
(1) hU .u/は最小値 minv2RV ; vjU Du EL.v; v/を達成する唯 1つの v 2 RV である．
(2) ŒL�U WD T � J �X�1J とおくと ŒL�U 2 LA.U /であり

EŒL�U .u; u/ D EL.hU .u/; hU .u// D min
v2RV ; vjU Du

EL.v; v/: (2.15)

証明. v 2 RV , vjU D uとすると補題 2.7よりX は負定値であるので，(2.14)から

EL.v; v/ D EX .vjV nU C X�1J u; vjV nU C X�1J u/ C EŒL�U .u; u/ � EŒL�U .u; u/

であり，さらに上の不等式における等号成立は vjV nU D �X�1J u D hU .u/jV nU ,
すなわち v D hU .u/と同値である．これで (1)と (2.15)が示せた．
次に EŒL�U 2 RF.U /を示そう．Lの対称性と (2.13)から ŒL�U は対称であり，

(2.15)より EŒL�U は対称で非負定値である．さらに (2.15)により，EŒL�U .1U ; 1U / D

0であり，また u 2 RU , EŒL�U .u; u/ D 0とすると EL.hU .u/; hU .u// D 0なので
(RF1)fin より hU .u/ 2 R1V ,従って u D hU .u/jU 2 R1U である．最後に u 2 RU

に対し，.hU .u/C ^ 1/jU D uC ^ 1であるので (2.15)と (RF2)fin により

EŒL�U .u; u/ � EL.hU .u/C
^ 1; hU .u/C

^ 1/

� min
v2RV ; vjU DuC^1

EL.v; v/ D EŒL�U .uC
^ 1; uC

^ 1/:

従って EŒL�U 2 RF.U /であるので，命題 2.5-(1)より ŒL�U D LEŒL�U
2 LA.U /.

注意 2.9. 定理 2.8の状況を仮定する．
(1) hU .u/はその定義から，Lに関する V n U 上での Laplace方程式の Dirichlet
境界値問題 ´

LvjV nU D 0

vjU D u
(2.16)

の唯 1つの解 v 2 RV である．LvjV nU D 0は vが「Lに関して V n U 上で調和」
であることを意味しており，このことから hU .u/を u 2 RU の「Lに関する（あ
るいは ELに関する）V 上への調和拡張 (harmonic extension)」と呼ぶことがある．

(2.16)の一意解 hU .u/が定理 2.8-(1)の最小値を達成する唯 1つの v 2 RV に
もなっていることに注意されたい．つまり，Lに対応する双線型形式 EL の最小
化問題 minv2RV ; vjU Du EL.v; v/の解を求めることは，Lに関する Laplace方程式
の Dirichlet境界値問題 (2.16)の解を求めることと同値なのである．同様の事実は
Euclid空間 Rd 上の通常の Laplacian（あるいはより一般に楕円型偏微分作用素）
に対してはよく知られたことであるが，定理 2.8はその「離散版」である．
(2)定理 2.8-(2)の ŒL�U が

「L 2 LA.V /の U ¤ V への抵抗網としての制限」

を表している．この意味を説明するために，v WD hU .u/に対する等式LvjV nU D 0

を「電気回路」的に解釈してみる．r D .rxy/x;y2V; x 6Dy WD rL 2 RN.V /とおくと
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き，.Lv/.x/を r を用いて書き換えると

.Lv/.x/ D
X

y2V n¹xº; rxy<1

v.y/ � v.x/

rxy

(2.17)

となるが，vを V の各点における電位と解釈すれば，(2.17)の右辺は電位 vの下
での「x における総流入電流量と総流出電流量の差」を表していることになる．
従って LvjV nU D 0とは

「各 x 2 V n U において総流入電流量と総流出電流量が釣り合っている」，

言い換えると

「各 x 2 V n U において電流の外部からの流入・外部への流出が起きていない」

ということを表している．中学・高等学校の理科で学んだのは，このような状況
で回路の総消費電力を求めるためには，V n U の点を「ないもの」と見なして U

における「合成抵抗」を求め，その「合成抵抗」と U の各点の電位 u D vjU か
ら通常の方法で総消費電力を計算すればよい，ということであった．定理 2.8-(2)
の EŒL�U .u; u/がまさにこの「合成抵抗を用いた総消費電力の計算」であり，対応
する U 上の Laplacian ŒL�U が「合成抵抗」を表している．つまり ŒL�U は

「抵抗網 Lにおいて V n U の点を『ないもの』と見なした『合成抵抗』網」

を表しており，この意味で ŒL�U は「LのU ¤ V への抵抗網としての自然な制限」
と考えられるのである．

「調和拡張作用素」hU D hL
U W RU ! RV と「制限」ŒL�U についてはさら

に次が成り立つ．空でない有限集合 V と L 2 LA.V /に対し hV D hL
V WD idRV ,

ŒL�V WD Lと定める．このとき定理 2.8の結論は全て U D V の場合も含めて成り
立つことに注意する．

命題 2.10. V を有限集合とし，U; W は V の部分集合で ; 6D W � U を満たすと
する．このとき L 2 LA.V /に対し ŒŒL�U �W D ŒL�W かつ hL

U ı h
ŒL�U
W D hL

W .

証明. w 2 RW とする．hL
W .w/jW D hL

U ı h
ŒL�U
W .w/jW D wであるので (2.15)より

EŒL�W .w; w/ D EL

�
hL

W .w/; hL
W .w/

�
� min

v2RV ; vjU DhL
W

.w/jU

EL.v; v/ D EŒL�U

�
hL

W .w/jU ; hL
W .w/jU

�
� min

u2RU ; ujW Dw
EŒL�U .u; u/ D EŒŒL�U �W .w; w/ D EŒL�U

�
h

ŒL�U
W .w/; h

ŒL�U
W .w/

�
D EL

�
hL

U ı h
ŒL�U
W .w/; hL

U ı h
ŒL�U
W .w/

�
� min

v2RV ; vjW Dw
EL.v; v/ D EŒL�W .w; w/:

よって上記の計算中の各辺は全て等しく，そこで定理 2.8-(1)の hL
W .w/の一意性

の主張から hL
U ı h

ŒL�U
W .w/ D hL

W .w/, すなわち hL
U ı h

ŒL�U
W D hL

W を得る．また
EŒŒL�U �W .w; w/ D EŒL�W .w; w/と EŒŒL�U �W ; EŒL�W の対称双線型性から EŒŒL�U �W D

EŒL�W となり，従って ŒŒL�U �W D LEŒŒL�U �W
D LEŒL�W

D ŒL�W .
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以下に L 2 LA.V /に関する調和関数の基本性質を挙げる．注意 2.9-(1)同様，
これらの事実も Rd 上の通常の Laplacianに対してはよく知られたものである．
定理 2.11 (強最大値の原理). V を有限集合とし，U ¤ V , U 6D ;とする．L D

.Lxy/x;y2V 2 LA.V /, x 2 V n U とし，W x
L � V n U , U x

L � U を次で定める：

W x
L WD ¹xº [

²
y 2 V n U

ˇ̌̌̌
n 2 Nと ¹xkºn

kD0
� V n U が存在して，x0 D x,

xn D y,任意の k 2 ¹1; : : : ; nºに対しLxk�1xk
> 0

³
;

U x
L WD ¹y 2 U jある ´ 2 W x

L に対し Ly´ > 0º: (2.18)

(1) U x
L 6D ;であり，任意の y 2 W x

L に対し ¹´ 2 V j Ly´ > 0º � W x
L [ U x

L .
(2) u 2 RW x

L
[U x

L とし，(1)より .Lu/.y/ D
P

´2V; Ly´>0 Ly´.u.´/ � u.y//が y 2

W x
L に対し自然に定義されることに注意して LujW x

L
D 0と仮定する．このとき

min
q2U x

L

u.q/ � min
q2W x

L

u.q/ � max
q2W x

L

u.q/ � max
q2U x

L

u.q/: (2.19)

さらに，maxq2W x
L

u.q/ D maxq2U x
L

u.q/またはminq2W x
L

u.q/ D minq2U x
L

u.q/で
あるためには u 2 R1W x

L
[U x

L
であることが必要十分である．

証明. まずW x
L の定義から容易に分かるように，y; ´ 2 V n U に対し ´ 2 W

y
L の

とき y �.V nU;L/ ´と定めると �.V nU;L/ は V n U 上の同値関係であることを注意
しておく．特に y 2 V n U に対しW

y
L は �.V nU;L/ に関する y の同値類であるの

で，W x
L \ W

y
L 6D ;ならばW x

L D W
y

L であり，従ってまた U x
L D U

y
L である．

(1) y 2 U を取る．(RN2)より n 2 Nと ¹xkºn
kD0

� V が存在して x0 D x, xn D y

かつ任意の k 2 ¹1; : : : ; nºに対し Lxk�1xk
> 0. l WD min¹k 2 ¹1; : : : ; nº j xk 2 U º

とおくと ¹xkºl�1
kD0

� V n U , xl 2 U であるので ¹xkºl�1
kD0

� W x
L , xl 2 U x

L 6D ;.
次にy 2 W x

L とし´ 2 V , Ly´ > 0とすると (2.18)により，́ 2 U ならば´ 2 U x
L

であり，́ 2 V nU ならば´ 2 W
y

L D W x
L となるので ¹´ 2 V j Ly´ > 0º � W x

L [U x
L .

(2) u 2 R1W x
L

[U x
L
ならば (2.19) の 4 辺は全て等しい．また，maxq2W x

L
u.q/ <

maxq2W x
L

[U x
L

u.q/ ならば maxq2W x
L

u.q/ < maxq2W x
L

[U x
L

u.q/ D maxq2U x
L

u.q/.
あとは maxq2W x

L
u.q/ D maxq2W x

L
[U x

L
u.q/ と仮定し u 2 R1W x

L
[U x

L
を導けば，

maxq2W x
L

u.q/ � maxq2U x
L

u.q/及びこの等号の成立が u 2 R1W x
L

[U x
L
の場合に限

ることが分かり，minq2U x
L

u.q/ � minq2W x
L

u.q/に対する同様の議論と合わせて
証明が完了する．そこで maxq2W x

L
u.q/ D maxq2W x

L
[U x

L
u.q/と仮定し，u.x�/ D

maxq2W x
L

[U x
L

u.q/ を満たす x� 2 W x
L を取る．このとき W

x�

L D W x
L なので，

y 2 .W x
L [ U x

L / n ¹x�ºとすると，n 2 Nと ¹xkºn�1
kD0

� V n U が存在して，x0 D

x�, かつ xn WD y とおくと任意の k 2 ¹1; : : : ; nº に対し Lxk�1xk
> 0. u.x0/ D

u.x�/ D maxq2W x
L

[U x
L

u.q/に注意して，k 2 ¹1; : : : ; nºとし xk�1 2 W x
L [ U x

L か
つ u.xk�1/ D u.x�/と仮定すると，xk�1 2 V n U より xk�1 2 W x

L であり，する
と (1)より xk 2 ¹´ 2 V j Lxk�1´ > 0º � W x

L [ U x
L であるので

0 D .Lu/.xk�1/ D
X

´2V; Lxk�1´>0
Lxk�1´.u.´/ � u.xk�1//

� Lxk�1xk
.u.xk/ � u.x�// � 0

となり，よって u.xk/ D u.x�/. 従って k に関する数学的帰納法により u.y/ D

u.xn/ D u.x�/となり，y 2 .W x
L [ U x

L / n ¹x�ºは任意なので u 2 R1W x
L

[U x
L

.
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系 2.12 (楕円型 Harnack 不等式). V を有限集合とし，U ¤ V , U 6D ; とする．
L D .Lxy/x;y2V 2 LA.V /, x 2 V n U としW x

L ; U x
L を (2.18)で定める．このとき

c 2 .0; 1/が存在して，u � 0とLujW x
L

D 0を満たす任意の u 2 RW x
L

[U x
L に対し

c max
q2W x

L
[U x

L

u.q/ � min
q2W x

L

u.q/: (2.20)

証明. A WD
®
u 2 RW x

L
[U x

L

ˇ̌
u � 0, LujW x

L
D 0, maxq2W x

L
[U x

L
u.q/ D 1

¯
とおく．

1W x
L

[U x
L

2 A より A 6D ; であり，定理 2.11 より minq2W x
L

u.q/ > 0 が任意の
u 2 Aに対して成り立つ．そこで c WD inf

®
minq2W x

L
u.q/

ˇ̌
u 2 A

¯
とおくと，A

は RW x
L

[U x
L の空でないコンパクト部分集合で A 3 u 7! minq2W x

L
u.q/ 2 R は

連続なので c D min
®
minq2W x

L
u.q/

ˇ̌
u 2 A

¯
2 .0; 1/となり，すると u � 0と

LujW x
L

D 0を満たす u 2 RW x
L

[U x
L に対し c の定義より容易に (2.20)を得る．

次に定義する有効抵抗距離の概念は抵抗形式の理論の根幹に位置しており，極
めて重要である．
定義 2.13 (有限集合上の有効抵抗距離). V を空でない有限集合，L 2 LA.V /とす
る．RL W V � V ! Œ0; 1/を

RL.x; y/ WD
�
min¹EL.u; u/ j u 2 RV , u.x/ D 1, u.y/ D 0º

��1 (2.21)

D max
²

ju.x/ � u.y/j2

EL.u; u/

ˇ̌̌̌
u 2 RV

n R1V

³
(2.22)

（ただしmin ; WD 1, 1�1 WD 0, max ; WD 0）で定める．RLを Lに対応する有効
抵抗距離 (effective resistance metric,あるいは単に resistance metric)という．

x D y のときは (2.21), (2.22)の右辺は明らかに共に 0となる．x 6D y のとき，
(2.21)の最小値が存在して正であることは定理 2.8から分かり，(2.22)の最大値が
存在して (2.21)の右辺に等しいことは，u 2 RV n R1V に対し u.x/ 6D u.y/ならば

ju.x/ � u.y/j2

EL.u; u/
D EL

�
u � u.y/

u.x/ � u.y/
;

u � u.y/

u.x/ � u.y/

��1

� RL.x; y/ (2.23)

であり，さらに (2.21)の最小値を達成する u 2 RV に対して (2.23)の不等式で等
号が成立することから分かる．すると特に (2.22)から次の不等式が得られる．
命題 2.14. V を空でない有限集合，L 2 LA.V /とするとき，任意の u 2 RV と任
意の x; y 2 V に対し

ju.x/ � u.y/j2 � RL.x; y/EL.u; u/: (2.24)

注意 2.15. x; y 2 V , x 6D yのとき，定理 2.8-(2)から次が成り立つことが分かる：

ŒL�¹x;yº D
1

RL.x; y/

�
�1 1

1 �1

�
: (2.25)

注意 2.9-(2)によれば ŒL�¹x;yºは「.V; L/を 2点 x; y間の単一の抵抗器と見なした
『合成抵抗』網」を表していると解釈することができるが，(2.25)はその「合成抵
抗」網が 2点 x; y を抵抗値 RL.x; y/の抵抗器で接続して得られる抵抗網である
ことを示している．RL.x; y/を「有効抵抗」と呼ぶのはこの解釈に基づいている．
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その名称が示唆する通り，有効抵抗距離RLは実は距離関数になっている．さ
らに RL によって Laplacian Lは一意的に定まる．これを次に定理として述べる．

定理 2.16. V を空でない有限集合とする．
(1) L 2 LA.V /とするとき，RL は V 上の距離関数である．
(2) L1; L2 2 LA.V /が RL1

D RL2
を満たすならば L1 D L2 である．

定理 2.16の証明の前に，定理 2.16-(2)の重要な系を 1つ述べておく．

定義 2.17. k D 1; 2に対しVkを空でない有限集合，Lk 2 LA.Vk/とする．V1 � V2

かつ L1 D ŒL2�V1
であるとき ¹.V1; L1/; .V2; L2/ºは適合している (compatible)と

いい，この性質が成り立つことを .V1; L1/ � .V2; L2/と書き表す．

系 2.18. k D 1; 2に対し Vk を空でない有限集合，Lk 2 LA.Vk/とする．このと
き，.V1; L1/ � .V2; L2/であるためには V1 � V2かつRL1

D RL2
jV1�V1

であるこ
とが必要十分である．

証明. .V1; L1/ � .V2; L2/ ならば，V1 � V2 であり，また x 6D y なる任意の
x; y 2 V1 に対し命題 2.10より ŒL1�¹x;yº D ŒŒL2�V1

�¹x;yº D ŒL2�¹x;yº,従って (2.25)
より RL1

.x; y/ D RL2
.x; y/となるので RL1

D RL2
jV1�V1

である．
逆に V1 � V2 かつ RL1

D RL2
jV1�V1

ならば，前段落の結果から RŒL2�V1
D

RL2
jV1�V1

であるので RL1
D RŒL2�V1

となり，従って定理 2.16-(2) より L1 D

ŒL2�V1
,すなわち .V1; L1/ � .V2; L2/である．

以下，本節の残りで定理 2.16の証明を与える．系 2.18の必要性の主張は，上
で（定理 2.8の結果及び）命題 2.10と (2.25)のみを用いて証明され，従って定理
2.16には依存していないので定理 2.16の証明の中で用いてもよいことに注意する．
定理 2.16の証明のために補題を 2つ準備する．初めの補題は有効抵抗距離の

計算や有限集合上の Laplacianの適合性の証明に頻繁に用いられる．

補題 2.19 (�-Y変換 (�-Y transform)). V D ¹q; x; y; ´ºを #V D 4であるような集
合，U WD ¹x; y; ´ºとし，L� D .Lx0y0/x0;y02U 2 LA.U /はLxy ; Ly´; L´x 2 .0; 1/

を満たすとする．このとき，L� WD L´xLxy C LxyLy´ C Ly´L´x とおき

LLqx WD
L�

Ly´

; LLqy WD
L�

L´x

; LLq´ WD
L�

Lxy

; LLxy WD LLy´ WD LL´x WD 0 (2.26)

によりLY WD . LLx0y0/x0;y02V 2 LA.V /を定めるとL� D ŒLY�U（下の図 2.1参照）．

演習 2.1. 補題 2.19を示せ．

補題 2.20. V を空でない有限集合，L 2 LA.V /, ´ 2 V とし，gL
´ W V � V ! Rを

gL
´ .x; y/ WD

RL.x; ´/ C RL.y; ´/ � RL.x; y/

2
; x; y 2 V (2.27)

で定める．このとき各 x 2 V に対し vx WD gL
´ .x; �/ は vx.´/ D 0 かつ任意の

u 2 RV について EL.u; vx/ D u.x/ � u.´/となるような唯 1つの RV の元であり，
さらに任意の x; y 2 V に対し 0 � gL

´ .x; y/ D gL
´ .y; x/ � gL

´ .x; x/.
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ux

u
y

ú
Lxy

Ly´

L´x

.U; L�/

u
q

ux

u
y

ú

LLqx

LLqy
LLq´

.V; LY/

図 2.1: �-Y変換

注意 2.21. V を #V � 2であるような有限集合とし，L 2 LA.V /, ´ 2 V とする．
補題 2.20から特に，u 2 RV が u.´/ D 0を満たすならば任意の x 2 V に対し

u.x/ D EL

�
gL

´ .x; �/; u
�

D
˝
gL

´ .x; �/; �Lu
˛
V

D
X

y2V n¹´º
gL

´ .x; y/.�Lu/.y/

D
˝
gL

´ .x; �/jV n¹´º; �X¹´º.ujV n¹´º/
˛
V n¹´º

(2.28)

（X¹´ºは補題 2.7でU D ¹´ºとして得られるR.V n¹´º/�.V n¹´º/の元）となる．(2.28)
は，Dirichlet境界条件 u.´/ D 0の下での Laplacian X¹´ºの逆作用素 .�X¹´º/

�1が，
gL

´ を積分核とする積分核作用素で与えられることを示している．これと同様に，
Euclid空間，Riemann多様体，フラクタル等の空間上で定義された Laplacianに
対し，その Dirichlet境界条件の下での逆作用素は（ほとんどの場合）積分核作用
素として表せることが知られており，そのときの積分核は一般にGreen関数と呼
ばれる．(2.28)によれば，gL

´ は「´を境界とする，Laplacian Lに対応する Green
関数」に他ならず，補題 2.20はそれが有効抵抗距離 RLを用いて (2.27)のように
具体的に表現できることを主張している．

補題 2.20の証明. まず (2.22)より RL は対称，すなわち任意の x; y 2 V に対し
RL.x; y/ D RL.y; x/であり，従ってまた gL

´ .x; y/ D gL
´ .y; x/であることを注意

しておく．
x 2 V とする．主張の vx と同じ性質を v1; v2 2 RV が持つとすると，u WD

v1 � v2として EL.v1 � v2; v1 � v2/ D EL.u; v1/ � EL.u; v2/ D 0なので (RF1)finよ
り v1 � v2 2 R1V となり，これと v1.´/ � v2.´/ D 0から v1 D v2 が従う．
明らかに vx.´/ D 0 � RL.x; ´/ D vx.x/である．x D ´のときはRLの対称性

より v´ D gL
´ .´; �/ D 0であり，この関数は v´.´/ D 0かつ任意の u 2 RV に対し

EL.u; v´/ D u.´/ � u.´/ .D 0/を満たす．そこで以下 x 6D ´と仮定する．初めに
0 � vxjV n¹x;´º � vx.x/, LvxjV n¹x;´º D 0であることを示そう．注意 2.9-(1)より後
者は vx D hL

¹x;´º
.vx j¹x;´º/と同値であり，また y 2 V n ¹x; ´ºに対し命題 2.10より

hL
¹x;´º

.vxj¹x;´º/.y/ D
�
hL

¹x;y;´º
ı h

ŒL�¹x;y;´º

¹x;´º
.vxj¹x;´º/

�
.y/ D h

ŒL�¹x;y;´º

¹x;´º
.vxj¹x;´º/.y/

であるので，y 2 V n¹x; ´ºとし 0 � vx.y/ � vx.x/, vx.y/ D h
ŒL�¹x;y;´º

¹x;´º
.vxj¹x;´º/.y/

を示せばよい．後者は再び注意 2.9-(1)により
�
ŒL�¹x;y;´º.vxj¹x;y;´º/

�
.y/ D 0と同
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値であるので，U WD ¹x; y; ´º, L� D .Lx0y0/x0;y02U WD ŒL�U , v WD vxjU として
0 � v.y/ � v.x/, .L�v/.y/ D 0を示せばよいことになる．
まず Lxy ; Ly´; L´x 2 .0; 1/と仮定する．U に属さない元 q を 1つ取り，補

題 2.19にある通り LY WD . LLx0y0/x0;y02¹qº[U 2 LA.¹qº [ U /を L� WD L´xLxy C

LxyLy´ C Ly´L´x と (2.26) で定める．系 2.18 の必要性の主張から RLjU �U D

RL�
D RLY jU �U であり，.¹qº[U; LY/の構造（図 2.1右）から容易にRLY.x; y/ D

LL�1
qx C LL�1

qy , RLY.y; ´/ D LL�1
qy C LL�1

q´ , RLY.´; x/ D LL�1
q´ C LL�1

qx を得る．すなわち

RL.x; y/ D
Ly´ C L´x

L�

; RL.y; ´/ D
L´x C Lxy

L�

; RL.´; x/ D
Lxy C Ly´

L�

:

(2.29)
すると (2.27), (2.29)より v.´/ D 0 <

Lxy

L�
D v.y/ <

LxyCLy´

L�
D RL.x; ´/ D v.x/

となり，これより .L�v/.y/ D Lxy.v.x/ � v.y// C Ly´.v.´/ � v.y// D 0を得る．
次にLxy ; Ly´; L´x 2 .0; 1/が不成立の場合を考える．このときL� 2 LA.U /

より Lxy ; Ly´; L´x のうち 1つは 0で他の 2つは正である．v.´/ D 0に注意する．
Lxy D 0 のときは v.x/ D RL.x; ´/ D L�1

´x , RL.y; ´/ D L�1
y´ , RL.x; y/ D

L�1
y´ C L�1

´x , v.y/ D 0 D v.´/ < v.x/となり，.L�v/.y/ D Ly´.v.´/ � v.y// D 0.
Ly´ D 0のときは v.x/ D RL.x; ´/ D L�1

´x , RL.y; ´/ D L�1
´x CL�1

xy , RL.x; y/ D

L�1
xy , v.y/ D L�1

´x D v.x/ > 0となり，.L�v/.y/ D Lxy.v.x/ � v.y// D 0.
L´x D 0のときは v.x/ D RL.x; ´/ D L�1

xy CL�1
y´ , RL.y; ´/ D L�1

y´ , RL.x; y/ D

L�1
xy , v.y/ D L�1

y´ となり，.L�v/.y/ D Lxy.v.x/ � v.y// C Ly´.v.´/ � v.y// D 0,
また 0 < v.y/ < v.x/.
以上で 0 � v.y/ � v.x/, .L�v/.y/ D 0 が分かり，0 � vxjV n¹x;´º � vx.x/,

LvxjV n¹x;´º D 0であることが示せた．前者は 0 � gL
´ .x; y/ � gL

´ .x; x/が任意の
y 2 V に対して成り立つことを意味している．今 u 2 RV に対し

EL.u; vx/ D hu; �LvxiV D
˝
hL

¹x;´º
.uj¹x;´º/; �Lvx

˛
V

D EL

�
hL

¹x;´º
.uj¹x;´º/; vx

�
D EL

�
hL

¹x;´º
.uj¹x;´º/; hL

¹x;´º
.vx j¹x;´º/

�
D EŒL�¹x;´º

.uj¹x;´º; vxj¹x;´º/

D RL.x; ´/�1.u.x/ � u.´//.vx.x/ � vx.´// D u.x/ � u.´/:

ただし 2つ目の等号に LvxjV n¹x;´º D 0を，4つ目の等号に vx D hL
¹x;´º

.vxj¹x;´º/

を，5つ目の等号に EL; EŒL�¹x;´º
の対称双線型性，hL

¹x;´º
の線型性と (2.15)を，6

つ目の等号に (2.25)を，最後の等号に vx.´/ D 0と vx.x/ D RL.x; ´/を，それぞ
れ用いた．これで vx D gL

´ .x; �/が主張の性質を持つことが示せた．

定理 2.16の証明. (1) (2.22)より x; y 2 V に対し，RL.x; y/ D RL.y; x/であり，
また x D yならRL.x; y/ D 0, x 6D yならRL.x; y/ > 0である．さらに補題 2.20
より x; y; ´ 2 V に対し gL

´ .x; y/ � 0,すなわち RL.x; y/ � RL.x; ´/ C RL.´; y/.
(2) ´ 2 V を取る．RL1

D RL2
と (2.27) より g

L1
´ D g

L2
´ であることに注意し，

各 x 2 V n ¹´º に対し vx WD g
L1
´ .x; �/ D g

L2
´ .x; �/ とおく．このとき ¹1V º [

¹vxºx2V n¹´º � RV は線型独立であり，従ってRV の基底を成す．実際，.ax/x2V 2

RV とし u WD a´1V C
P

x2V n¹´º axvx とおくと，y 2 V n ¹´ºと k 2 ¹1; 2ºに対し

ELk
.u; 1y/ D

X
x2V n¹´º

axELk
.vx ; 1y/ D

X
x2V n¹´º

ax.1y.x/ � 1y.´// D ay (2.30)
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であり，また u.´/ D a´ であるので，u D 0ならば .ax/x2V D 0である．そこで
今 u 2 RV を任意に取り u D a´1V C

P
x2V n¹´º axvx となる .ax/x2V 2 RV を取る

と，y 2 V n ¹´ºに対し (2.30)より EL1
.u; 1y/ D EL2

.u; 1y/であり，さらにこれと
EL1

.u; 1V / D EL2
.u; 1V / D 0より EL1

.u; 1´/ D EL2
.u; 1´/.よって任意の v 2 RV

に対し EL1
.u; v/ D

P
x2V v.x/EL1

.u; 1x/ D
P

x2V v.x/EL2
.u; 1x/ D EL2

.u; v/で
あるので EL1

D EL2
,従ってまた L1 D LEL1

D LEL2
D L2 となる．

2.2 有限集合上のLaplacianの適合列とその極限
有限集合上の抵抗形式及び Laplacianに関する前節の結果を受けて，本節では有
限集合上の Laplacianの適合列の概念を導入し，その自然な「帰納極限」の基本
性質を調べる．
有限集合上の Laplacianの適合列とその自然な「帰納極限」は次で定義される．

定義 2.22 (有限集合上の Laplacian の適合列とその極限). 各 m 2 N [ ¹0º に対
し Vm を空でない有限集合，Lm 2 LA.Vm/ とし，S WD ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0º と
おく．任意の m 2 N [ ¹0º に対し .Vm; Lm/ � .VmC1; LmC1/ が成り立つとき，
S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0º は有限集合上の Laplacianの適合列 (compatible sequence)
であるという．さらに S が有限集合上の Laplacianの適合列であるとき，V� WD

V�.S/ WD
S1

mD0 Vm とし

FS WD ¹u 2 RV� j limm!1 ELm
.ujVm

; ujVm
/ < 1º; (2.31)

ES.u; v/ WD limm!1 ELm
.ujVm

; vjVm
/ 2 R; u; v 2 FS ; (2.32)

RS.x; y/ WD RLm
.x; y/; m 2 N [ ¹0º; x; y 2 Vm; (2.33)

により FS � RV� , ES W FS � FS ! R, RS W V� � V� ! Œ0; 1/を定める．

ここで任意の u 2 RV� に対し (2.15)より ¹ELm
.ujVm

; ujVm
/ºm2N[¹0º � Œ0; 1/

は非減少で，従って極限 limm!1 ELm
.ujVm

; ujVm
/ 2 Œ0; 1�を持つことを (2.31)に

おいて用いた．さらにこのとき (2.8)よりFS はRV� の線型部分空間であり，する
と ELm

の対称双線型性により (2.32)の極限の存在が保証され ES もまた非負定値
対称双線型であることに注意する．またm � nなる任意のm; n 2 N [ ¹0ºに対し，
命題 2.10より帰納的に .Vm; Lm/ � .Vn; Ln/であり，従って系 2.18の必要性の主
張から RLn

jVm�Vm
D RLm

であるので，x; y 2 V� に対し RS.x; y/ WD RLm
.x; y/

は x; y 2 Vmを満たすm 2 N[¹0ºの取り方に依らずに定まり，さらに定理 2.16-(1)
より RS は V� 上の距離関数である．
以下本節では S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0ºを有限集合上の Laplacianの適合列とす

る．定理 2.8と同様に，Vm上の関数に対してはその「.ES ;FS/に関する V�上へ
の調和拡張」が唯 1つ存在する．すなわち次の命題が成り立つ．

命題 2.23. m 2 N [ ¹0ºとする．u 2 RVm に対し，命題 2.10より n1; n2 2 N [ ¹0º,
m � n1 � n2 ならば h

Ln1

Vm
.u/ D h

Ln2

Vm
.u/
ˇ̌
Vn1

であることに注意して，hVm
.u/ D

hS
Vm

.u/ 2 RV� を n � mなる n 2 N [ ¹0ºに対し hVm
.u/jVn

WD h
Ln

Vm
.u/で定める．

このとき各 u 2 RVm に対し，hVm
.u/は

vjVm
D u かつ n > mなる任意の n 2 Nに対し Ln.vjVn

/jVnnVm
D 0 (2.34)
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を満たす唯 1つの v 2 RV� であり，かつ最小値 minv2FS ; vjVm Du ES.v; v/を達成
する唯 1つの v 2 FS であって

ELm
.u; u/ D ES.hVm

.u/; hVm
.u// D min

v2FS ; vjVm Du
ES.v; v/: (2.35)

さらに hVm
W RVm ! FS は線型写像である．

証明. u 2 RVm とする．hVm
.u/が (2.34)を満たす唯 1つの v 2 RV� であること

は注意 2.9-(1)から分かる．また (2.15)から n � mなる任意の n 2 N [ ¹0ºに対し

ELn
.hVm

.u/jVn
; hVm

.u/jVn
/ D ELn

�
h

Ln

Vm
.u/; h

Ln

Vm
.u/
�

D EŒLn�Vm
.u; u/ D ELm

.u; u/

であるので，これより hVm
.u/ 2 FS かつ ES.hVm

.u/; hVm
.u// D ELm

.u; u/. さ
らに v 2 FS が vjVm

D u, ES.v; v/ � ELm
.u; u/ を満たすならば，n � m な

る任意の n 2 N [ ¹0º に対し ELm
.u; u/ � ELn

.vjVn
; vjVn

/ � ES.v; v/, 従って
ELn

.vjVn
; vjVn

/ D ELm
.u; u/ D minw2RVn ; wjVm Du ELn

.w; w/となり，よって定理
2.8-(1)の一意性の主張から vjVn

D h
Ln

Vm
.u/,すなわち v D hVm

.u/を得る．ゆえに
ELm

.u; u/ D minv2FS ; vjVm Du ES.v; v/であり，かつこの最小値は v D hVm
.u/に

おいてのみ達成される．最後に hVm
の線型性は各 h

Ln

Vm
の線型性から従う．

有限集合上の Laplacianの場合と同様に，RS は次に述べるように .ES ;FS/か
ら決まる「有効抵抗」として特徴付けられる．定義 2.22と (RF1)finから容易に分
かるように，¹u 2 FS j ES.u; u/ D 0º D R1V�

であることを注意しておく．

補題 2.24. 任意の x; y 2 V� に対し

RS.x; y/ D
�
min¹ES.u; u/ j u 2 FS , u.x/ D 1, u.y/ D 0º

��1 (2.36)

D max
²

ju.x/ � u.y/j2

ES.u; u/

ˇ̌̌̌
u 2 FS n R1V�

³
(2.37)

（ただし min ; WD 1, 1�1 WD 0, max ; WD 0）であり，さらに任意の u 2 FS に
対し

ju.x/ � u.y/j2 � RS.x; y/ES.u; u/: (2.38)

証明. x D yのときはどの主張も明らかなので，x 6D yと仮定してよい．x; y 2 Vm

となる m 2 N [ ¹0ºをとると，u.x/ D 1, u.y/ D 0を満たす任意の u 2 FS に
対し ES.u; u/ � ELm

.ujVm
; ujVm

/ � RLm
.x; y/�1 D RS.x; y/�1 であり，また

u D hVm
ı h

Lm

¹x;yº

�
1¹x;yº

x

�
のときこの等号が成立するので (2.36)が従う．(2.37)の

最大値が存在して (2.36)の右辺に等しいことは (2.22)と全く同様にして示され，
(2.38)は (2.37)から直ちに分かる．

次に，.ES ;FS/がその構成から自然に有限集合上の抵抗形式と同様の性質を
有し，かつ一種の完備性を持つことを見る．

定理 2.25. (1) ¹u 2 FS j ES.u; u/ D 0º D R1V�
であり，.FS=R1V�

; ES/は Hilbert
空間である．
(2) V� の任意の空でない有限部分集合 V に対し ¹ujV j u 2 FSº D RV .
(3)（Markov性）u 2 FS ならば uC ^ 1 2 FS , ES.uC ^ 1; uC ^ 1/ � ES.u; u/.
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証明. (2) V を V� の空でない有限部分集合とするとき，m 2 N [ ¹0ºを V � Vm

となるように取ることができ，そこで u 2 RV に対し v WD hVm
ı h

Lm

V .u/とおけ
ば，v 2 FS かつ vjV D

�
hVm

ı h
Lm

V .u/jVm

�
jV D h

Lm

V .u/jV D uとなり主張が従う．
(3) u 2 FS とすると任意の m 2 N [ ¹0ºに対し (RF2)fin より

ELm
.uC

^ 1jVm
; uC

^ 1jVm
/ � ELm

.ujVm
; ujVm

/ � ES.u; u/ < 1

であるので，m ! 1とすることで FS と ES の定義より直ちに主張を得る．
(1) 補題 2.24の前に注意したように，¹u 2 FS j ES.u; u/ D 0º D R1V�

は定義
2.22と (RF1)fin から容易に従う．すると u; v 2 FS , ˛; ˇ 2 Rに対し ES.u; v/ D

ES.u C ˛1V�
; v C ˇ1V�

/であるので ES.u; v/は u; vの定める FS=R1V�
の元だけ

で決まることになり，よって ES を自然に .FS=R1V�
/ � .FS=R1V�

/上の実数値関
数と見なすことができる．このとき ES が FS=R1V�

上の内積になっていることは
¹u 2 FS j ES.u; u/ D 0º D R1V�

から容易に確認できるので，あとはこの内積の
定める距離関数が完備であることを示せばよい．
そこで ¹unºn2N � FS が limk^l!1 ES.uk � ul ; uk � ul / D 0を満たすとする．

´ 2 V� を取る．un の代わりに un � un.´/を考えることにより任意の n 2 Nに対
し un.´/ D 0と仮定してよい．x 2 V� とすると，k; l 2 Nに対し (2.38)より

juk.x/ � ul .x/j2 D j.uk � ul /.x/ � .uk � ul /.´/j2 � RS.x; ´/ES.uk � ul ; uk � ul /

なので limk^l!1 juk.x/�ul .x/j D 0となり，従って極限u.x/ WD limn!1 un.x/ 2

Rが存在する．この u 2 RV� に対し u 2 FS かつ limn!1 ES.u � un; u � un/ D 0

であることを示そう．" 2 .0; 1/とし，N 2 Nを k ^ l � N なる任意の k; l 2 N
に対し ES.uk � ul ; uk � ul / � "となるように取る．k; l 2 Nは k ^ l � N を満た
すとし，m 2 N [ ¹0ºとする．このとき

ELm
..uk � ul /jVm

; .uk � ul /jVm
/ � ES.uk � ul ; uk � ul / � ": (2.39)

ところが Vm が有限集合であることから，¹unjVm
ºn2N は RVm において ujVm

に
収束し，さらに ELm

W RVm � RVm ! Rは連続である．よって (2.39)で l ! 1

とした後 m ! 1とすることで，limm!1 ELm
..u � uk/jVm

; .u � uk/jVm
/ � "が

k � N なる任意の k 2 Nに対し成り立つことが分かる．特に u � uN 2 FS ,従っ
てまた u D .u � uN / C uN 2 FS であり，さらに k � N なる任意の k 2 Nに対
し ES.u � uk ; u � uk/ D limm!1 ELm

..u � uk/jVm
; .u � uk/jVm

/ � "であるが，
" 2 .0; 1/は任意なので limn!1 ES.u � un; u � un/ D 0が従う．

定理 2.25-(1),(3)は .ES ;FS/が然るべき完備性とMarkov性を有していること
を，定理 2.25-(2)は FS が十分多くの関数を含んでいることを示しており，この
意味で .ES ;FS/は「性質の良い」双線型形式であるといえる．しかしながら，こ
の .ES ;FS/は V� という可算集合上で定義された双線型形式に過ぎず，これでは
自己相似フラクタル（非可算集合！）上に局所的な正則 Dirichlet形式を構成する
という我々の目標のためには不十分である．この困難は，V�の距離関数RS によ
る完備化 KS WD V�

RS を考え，(2.38)と演習 1.9-(1)から各 u 2 FS が KS 上の連
続関数に一意的に拡張できることに注意して，FS を自然に RKS の部分空間と見
なすことにより解決する．このとき完備化KS は一般に非可算であり，FS をRKS

の部分空間と考えるときこれはもはや本節の理論の範疇には入らない．このよう
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な状況を統一的に取り扱うために，次節では .ES ;FS/と同様の性質を持つ（可算
とは限らない集合上の）非負定値対称双線型形式を抵抗形式として定式化し，そ
の一般論を展開する．

2.3 一般の抵抗形式と有効抵抗距離
前節で見たように，有限集合上の Laplacianの適合列 S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0º に
対してはその「帰納極限」として V� 上の非負定値対称双線型形式 .ES ;FS/が定
まり，これは定理 2.25で述べた性質を持つ．さらに RS W V� � V� ! Œ0; 1/が
RS jVm�Vm

WD RLm
, m 2 N [ ¹0ºにより定まり，これは (2.36), (2.37)を満たす．一

般にこれらの性質を満たす非負定値対称双線型形式を抵抗形式と呼ぶ．

定義 2.26 (抵抗形式). K を空でない集合，F を RK の線型部分空間とし，E W

F � F ! Rを F 上の非負定値対称双線型形式とする．.E ;F/が次の 4条件を満
たすとき，.E ;F/はK 上の抵抗形式 (resistance form)であるという：
(RF1) ¹u 2 F j E.u; u/ D 0º D R1K であり，.F=R1K ; E/は Hilbert空間である．
(RF2) x 6D y なる任意の x; y 2 K に対し，u 2 F が存在して u.x/ 6D u.y/.
(RF3)任意の x; y 2 K に対し

RE.x; y/ WD R.E;F/.x; y/ WD sup
²

ju.x/ � u.y/j2

E.u; u/

ˇ̌̌̌
u 2 F n R1K

³
< 1: (2.40)

(RF4)（Markov性）u 2 F ならば uC ^ 1 2 F , E.uC ^ 1; uC ^ 1/ � E.u; u/.
(2.40)で定義される RE D R.E;F/ W K � K ! Œ0; 1/を抵抗形式 .E ;F/の有効

抵抗距離 (effective resistance metric,あるいは単に resistance metric)という．
さらに RF.K/ WD ¹.E ;F/ j .E ;F/はK 上の抵抗形式ºとおく．

定理 2.25-(1)の証明と同様，上の (RF1)において ¹u 2 F j E.u; u/ D 0º D R1K

であることから E は自然に .F=R1K/ � .F=R1K/上の実数値関数と見なされ，か
つこれが F=R1K 上の内積になっていることに注意されたい．また (RF3)から任
意の u 2 F と任意の x; y 2 K に対し

ju.x/ � u.y/j2 � RE.x; y/E.u; u/: (2.41)

V を空でない有限集合とする．E を定義 2.2の意味での V 上の抵抗形式とす
ると .E ; RV /は定義 2.26の意味での V 上の抵抗形式であることが，有限次元内
積空間が常に Hilbert空間であることと定義 2.13から直ちに従う．逆に定義 2.26
の意味での V 上の抵抗形式 .E ;F/に対し F D RV でなければならないことは次
の補題から分かる．よって有限集合に対しては定義 2.2と定義 2.26は一致する．

補題 2.27. Kを空でない集合とし，F はRK の線型部分空間で定義 2.26の (RF2),
¹uC ^ 1 j u 2 Fº � F ,及び任意の x 2 Kに対し u 2 F が存在して u.x/ 6D 0,を満
たすとする．このときV がKの空でない有限部分集合ならば ¹ujV j u 2 Fº D RV .

証明. #V D 1のときは補題の主張は仮定より明らかである．
#V D 2と仮定し，V D ¹x; yºとする．仮定から u; v; w 2 F を u.x/ D v.y/ D

1, w.x/ 6D w.y/となるように取ることができ，uC ^ 1; vC ^ 1を考えることに
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より u.y/; v.x/ 2 Œ0; 1�と仮定してよい．補題の主張を示すためには f .x/ D 1,
f .y/ D 0 を満たす f 2 F が存在することを示せばよく，u.y/ < 1 のときは
.u�u.y/v/.x/ D 1�u.y/v.x/ > 0, .u�u.y/v/.y/ D 0なので f WD

u�u.y/v
.u�u.y/v/.x/

と
おき，u.y/ D 1のときは .w�w.y/u/.x/ D w.x/�w.y/ 6D 0, .w�w.y/u/.y/ D 0

なので f WD
w�w.y/u

.w�w.y/u/.x/
とおけばよい．これで #V D 2の場合の主張が示せた．

次に #V � 3と仮定し，x 2 V とする．f jV D 1V
x であるような f 2 F が

存在することを示せばよい．前段落の結果から各 y 2 V n ¹xº に対し uy ; vy 2

F を uy.x/ D vy.y/ D 1, uy.y/ D vy.x/ D 0 となるように取ることができ，
uC

y ^ 1; vC
y ^ 1を考えることで 0 � uy � 1, 0 � vy � 1と仮定してよい．このとき

g WD
P

y2V n¹xº uy , h WD
P

y2V n¹xº vy とおくと g.x/ D #V � 1, gjV n¹xº � #V � 2,
h.x/ D 0, hjV n¹xº � 1であるので，f WD .g � .#V � 2/.hC ^ 1//C ^ 1とおけば
f 2 F , f jV D 1V

x となる．以上で補題の主張が示せた．

S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0º を有限集合上の Laplacianの適合列とするとき，補題
2.24と定理 2.25から .ES ;FS/は V�.S/ D

S1

mD0 Vm 上の抵抗形式であり，補題
2.24よりその有効抵抗距離 RES D R.ES ;FS/ は (2.33)で与えられる RS に等しい．
また，m 2 N [ ¹0ºに対しRES jVm�Vm

D RS jVm�Vm
D RLm

,すなわちRES の有限
部分集合 Vm への制限は Laplacian Lm 2 LA.Vm/に対応する有効抵抗距離 RLm

に一致する．この状況を踏まえ一般の集合上の有効抵抗距離を次で定義する．

定義 2.28 (有効抵抗距離). Kを空でない集合とし，R W K �K ! Œ0; 1/とする．K

の任意の空でない有限部分集合 V に対しLV 2 LA.V /が存在してRjV �V D RLV

となるとき，R は K 上の有効抵抗距離 (effective resistance metric,あるいは単に
resistance metric)であるという．
さらに RM.K/ WD ¹R j RはK 上の有効抵抗距離ºとおく．

Kを空でない集合とし，R 2 RM.K/とする．このとき定理 2.16-(1)からRは
K上の距離関数である．また定理 2.16-(2)により，Kの空でない各有限部分集合 V

に対しRjV �V D RLV
となるLV 2 LA.V /は一意的に定まり，さらに系 2.18によ

り，V1; V2がKの空でない有限部分集合で V1 � V2ならば .V1; LV1
/ � .V2; LV2

/.
空でない有限集合 V に対しては RM.V / D ¹RL j L 2 LA.V /º であること

が，系 2.18の必要性の主張より L 2 LA.V /と V の空でない部分集合 U に対し
RLjU �U D RŒL�U であることから分かる．

S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0ºを有限集合上の Laplacianの適合列とするとき，RES 2

RM.V�.S//である．実際，V を V�.S/の空でない有限部分集合とすると，m 2

N [ ¹0ºを V � Vmとなるように取ることができ，そこで系 2.18の必要性の主張
より RES jV �V D RS jV �V D .RS jVm�Vm

/jV �V D RLm
jV �V D RŒLm�V .

実は，一般にKを空でない集合とするとき，K上の抵抗形式 .E ;F/ 2 RF.K/

に対しRE D R.E;F/ 2 RM.K/であり，RF.K/ 3 .E ;F/ 7! R.E;F/ 2 RM.K/は全
単射，かつその逆写像はR 2 RM.K/に ¹ELV

j V は K の空でない有限部分集合º

（LV は RjV �V D RLV
なる唯 1つの LV 2 LA.V /）の「帰納極限」を対応させ

ることで与えられる．これを以下に系 2.33,定理 2.35として述べる．まず系 2.33
は，定理 2.8,命題 2.23の抵抗形式への一般化である次の定理から得られる．

定理 2.29. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．Y を K の空でない部分
集合とし，RY の線型部分空間 F jY を F jY WD ¹vjY j v 2 Fºで定める．このと
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き各 u 2 F jY に対し，最小値minv2F ; vjY Du E.v; v/が存在して唯 1つの hY .u/ D

hE
Y .u/ D h

.E;F/
Y .u/ 2 F により達成され，この hY .u/は

hjY D u かつ vjY D 0なる任意の v 2 F に対し E.h; v/ D 0 (2.42)

を満たす唯 1つの h 2 F である．さらに hY D hE
Y W F jY ! F は線型写像であり，

E jY .u; v/ WD E.hY .u/; hY .v//; u; v 2 F jY (2.43)

により E jY W F jY � F jY ! Rを定めると .E jY ;F jY / 2 RF.Y /, REjY D RE jY �Y .

証明. ´ 2 Y を取って固定する．u 2 F jY としMu WD infv2F ; vjY Du E.v; v/とおく．
明らかにMu 2 Œ0; 1/である．vjY D wjY D uなる v; w 2 F に対し， vCw

2
2 F ,

vCw
2

ˇ̌
Y

D uなので E
�

vCw
2

; vCw
2

�
� Mu であり，従って

E.v � w; v � w/ D 2E.v; v/ C 2E.w; w/ � E.v C w; v C w/

� 2E.v; v/ C 2E.w; w/ � 4Mu

(2.44)

であることに注意する．さて，各n 2 Nに対し vn 2 Fを vnjY D uかつE.vn; vn/ �

Mu C n�1となるように取ると，(2.44)より k; l 2 Nに対し E.vk � vl ; vk � vl / �

2.k�1 C l�1/,従って limk^l!1 E.vk � vl ; vk � vl / D 0となるので .F=R1K ; E/の
完備性により h 2 F が存在して h.´/ D u.´/かつ limn!1 E.h � vn; h � vn/ D 0.
このとき (2.8)より E.h; h/ D limn!1 E.vn; vn/ D Muであり，また (2.41)より任
意の y 2 Y に対し

jh.y/ � u.y/j2 D j.h � vn/.y/ � .h � vn/.´/j2 � RE.y; ´/E.h � vn; h � vn/

であるので n ! 1として h.y/ D u.y/,すなわち hjY D uを得る．よってMu D

E.h; h/ D minv2F ; vjY Du E.v; v/である．さらに v 2 F が vjY D u, E.v; v/ D Mu

を満たすとすると (2.44)より E.h � v; h � v/ D 0,従って (RF1)より h � v 2 R1K

となり，hjY D vjY D uより h D v となる．以上で最小値 minv2F ; vjY Du E.v; v/

が hY .u/ WD hによってのみ達成されることが示せた．
v 2 F が vjY D 0を満たすとすると，任意の t 2 Rに対し hY .u/ C tv 2 F ,

.hY .u/ C tv/jY D uなので E.hY .u/ C tv; hY .u/ C tv/ � E.hY .u/; hY .u//,従っ
て 2tE.hY .u/; v/ C t2E.v; v/ � 0となり，特に任意の " 2 .0; 1/に対し t D ˙2"

とすれば jE.hY .u/; v/j � "E.v; v/となるので E.hY .u/; v/ D 0が分かる．すなわ
ち hY .u/は (2.42)を満たす．さらに w 2 F も (2.42)を満たすとすると，wjY D

hY .u/jY D u より .w � hY .u//jY D 0 であるので E.w � hY .u/; w � hY .u// D

E.w; w �hY .u//�E.hY .u/; w �hY .u// D 0となり，(RF1)よりw �hY .u/ 2 R1K ,
従って w D hY .u/,すなわち hY .u/は (2.42)を満たす唯 1つの h 2 F である．

F jY は明らかに RY の線型部分空間である．hY W F jY ! F の線型性は各
u 2 F jY に対する (2.42)を満たす h D hY .u/ 2 F の一意性から直ちに従い，する
とまた E jY W F jY � F jY ! Rが非負定値対称双線型であることも直ちに分かる．
明らかに 1Y D 1K jY 2 F jY , hY .1Y / D 1K であるので .E ;F/に対する (RF1)か
ら ¹u 2 F jY j E jY .u; u/ D 0º D R1Y が得られ，また .E ;F/に対する (RF2)から
.E jY ;F jY /に対する (RF2)が得られる．

¹unºn2N � F jY が limk^l!1 E jY .uk � ul ; uk � ul / D 0 を満たすとすると，
limk^l!1 E.hY .uk/ � hY .ul /; hY .uk/ � hY .ul // D 0なので .F=R1K ; E/の完備性



54 第 2章 抵抗形式と有効抵抗距離

から h 2 F が存在して limn!1 E.h � hY .un/; h � hY .un// D 0となり，そこで
u WD hjY 2 F jY とおけば E jY .u � un; u � un/ � E.h � hY .un/; h � hY .un//より
limn!1 E jY .u � un; u � un/ D 0となる．よって .E jY ;F jY /は (RF1)を満たす．

x; y 2 Y , x 6D y とする．u 2 F jY n R1Y とすると hY .u/ 2 F n R1K なので

ju.x/ � u.y/j2

E jY .u; u/
D

jhY .u/.x/ � hY .u/.y/j2

E.hY .u/; hY .u//
� RE.x; y/

であり，よって REjY .x; y/ � RE.x; y/.逆に v 2 F n R1K とすると，v.x/ D v.y/

ならば jv.x/�v.y/j2

E.v;v/
D 0 � REjY .x; y/ であり，また v.x/ 6D v.y/ ならば vjY 2

F jY n R1Y かつ E.v; v/ � E jY .vjY ; vjY / > 0,従って

jv.x/ � v.y/j2

E.v; v/
�

j.vjY /.x/ � .vjY /.y/j2

E jY .vjY ; vjY /
� REjY .x; y/

であるので，RE.x; y/ � REjY .x; y/.ゆえに REjY .x; y/ D RE.x; y/ < 1,すなわ
ち .E jY ;F jY /は (RF3)及び REjY D RE jY �Y を満たす．

u 2 F jY とすると .E ;F/ に対する (RF4) により，hY .u/C ^ 1 2 F , 従って
また uC ^ 1 D hY .u/C ^ 1jY 2 F jY であり，さらに E jY .uC ^ 1; uC ^ 1/ �

E.hY .u/C ^ 1; hY .u/C ^ 1/ � E.hY .u/; hY .u// D E jY .u; u/.よって .E jY ;F jY /が
(RF4)も満たすことが分かり，.E jY ;F jY / 2 RF.Y /が示せた．

定理 2.29において，(2.42)が調和性を表す条件である (2.16), (2.34)に相当す
ることに注意されたい．すなわち，K 上の関数 h 2 F が「K n Y において調和で
ある」という概念は純粋に抵抗形式（より一般には Dirichlet形式）.E ;F/だけを
用いて定式化できるのである．そこで次の定義をしておく．

定義 2.30. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，Y を K の空でない部分集
合とする．
(1)定理 2.29の .E jY ;F jY / 2 RF.Y /を .E ;F/の Y へのトレース (跡, trace)という．
(2) h 2 F とする．vjY D 0なる任意の v 2 F に対して E.h; v/ D 0であるとき，h

は .E ;F/に関して Y -調和 (Y -harmonic)であるといい，どの抵抗形式 .E ;F/に関
してかが文脈から明らかである場合には単に hは Y -調和であるという．定理 2.29
により，hが Y -調和であるためには h 2 hY .F jY /であることが必要十分である．

注意 2.31. 定理 2.29で行ったような，「調和拡張」hY W F jY ! F を用いて .E ;F/

の Y へのトレースを (2.43)で定義するという構成は実は一般の正則Dirichlet形式
の枠組みでも行うことができ，このとき得られるトレースもまた正則 Dirichlet形
式であり，さらに対応する確率過程が元の確率過程のあるランダムな時間変更4に
より与えられることが知られている．時間変更の理論は Dirichlet形式の概念の強
みを最大限に活用して展開される大変興味深い理論であり，同時に Dirichlet形式
を解析するための強力な道具であるが，その厳密な記述のためには極めて長大な
解析的・確率論的準備が必要であり本稿では到底触れることができない．興味の
ある読者は時間変更の理論への入門としては [11, Section 6.2]を，より詳細な結
果については [9, Chapter 5]を参照されたい．

4このランダムな時間変更は，元の確率過程の連続正値加法汎関数の右連続逆関数で与えられる．
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さらに命題 2.10の抵抗形式への一般化として，次の命題が成り立つ．

命題 2.32. Kを空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，Y; Zを ; 6D Z � Y なるK

の部分集合とする．このとき .E jY jZ ;F jY jZ/ D .E jZ ;F jZ/かつ hE
Y ı h

EjY
Z D hE

Z .

証明. 明らかに F jY jZ D F jZ である．u 2 F jZ とする．命題 2.10の証明と同様
に，hE

Z.u/jZ D hE
Y ı h

EjY
Z .u/jZ D uに注意して定理 2.29の結果を用いると

E jZ.u; u/ D E.hE
Z.u/; hE

Z.u//

� min
w2F ; wjY DhE

Z
.u/jY

E.w; w/ D E jY .hE
Z.u/jY ; hE

Z.u/jY /

� min
v2F jY ; vjZDu

E jY .v; v/ D E jY jZ.u; u/ D E jY

�
h
EjY
Z .u/; h

EjY
Z .u/

�
D E

�
hE

Y ı h
EjY
Z .u/; hE

Y ı h
EjY
Z .u/

�
� min

w2F ; wjZDu
E.w; w/ D E jZ.u; u/:

よって上記の計算中の各辺は全て等しく，そこで (1)の hE
Z.u/の一意性の主張か

ら hE
Y ı h

EjY
Z .u/ D hE

Z.u/,すなわち hE
Y ı h

EjY
Z D hE

Z を得る．また E jY jZ.u; u/ D

E jZ.u; u/と E jY jZ ; E jZ の対称双線型性から E jY jZ D E jZ が分かる．

系 2.33. Kを空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．このとき各 x; y 2 Kに対し

RE.x; y/ D
�
min¹E.u; u/ j u 2 F , u.x/ D 1, u.y/ D 0º

��1 (2.45)

D max
²

ju.x/ � u.y/j2

E.u; u/

ˇ̌̌̌
u 2 F n R1K

³
(2.46)

（ただし min ; WD 1, 1�1 WD 0, max ; WD 0）であり，さらに K の任意の空でな
い有限部分集合 V に対し RE jV �V D RLEjV

,従って特に RE 2 RM.K/.

証明. x; y 2 K とする．x D y のときは (2.45), (2.46)は明らかである．x 6D y の
とき，定理 2.29より (2.45)の最小値は存在して正であり，また (2.22)と全く同様
にして (2.46)の最大値が存在して (2.45)の右辺に等しいことが分かるので，(2.40)
により (2.45), (2.46)の右辺は共に RE.x; y/に等しい．

V を K の空でない有限部分集合とすると x; y 2 V に対し，x D y ならば
RE.x; y/ D 0 D RLEjV

.x; y/, また x 6D y ならば (2.45), 定理 2.29, 命題 2.32,
E jV D ELEjV

, (2.21)より

RE.x; y/ D E j¹x;yº

�
1¹x;yº

x ; 1¹x;yº
x

��1
D E jV j¹x;yº

�
1¹x;yº

x ; 1¹x;yº
x

��1
D RLEjV

.x; y/

となるので，RE jV �V D RLEjV
,従ってまた RE 2 RM.K/となる．

系 2.34. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，各 n 2 Nに対し Yn を K の
空でない部分集合とする．このとき u 2 F が E.u; u/ D limn!1 E jYn

.ujYn
; ujYn

/

を満たすならば limn!1 E.u � hYn
.ujYn

/; u � hYn
.ujYn

// D 0.

証明. 各 n 2 Nに対し (2.42)より E.hYn
.ujYn

/; u � hYn
.ujYn

// D 0,従ってさらに
(2.43)から E.hYn

.ujYn
/; u/ D E.hYn

.ujYn
/; hYn

.ujYn
// D E jYn

.ujYn
; ujYn

/である
ので，E.u � hYn

.ujYn
/; u � hYn

.ujYn
// D E.u; u/ � E jYn

.ujYn
; ujYn

/
n!1
����! 0.
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定理 2.35. K を空でない集合とする．
(1) R 2 RM.K/とする．Kの空でない各有限部分集合 V に対してRjV �V D RLV

なる（唯 1つの）LV 2 LA.V /を取り，FR � RK , ER W FR � FR ! Rを

FR WD ¹u 2 RK
j supV �K; 1�#V <1 ELV

.ujV ; ujV / < 1º; (2.47)

Ediag
R .u/ WD supV �K; 1�#V <1 ELV

.ujV ; ujV / 2 Œ0; 1/; u 2 FR; (2.48)

ER.u; v/ WD
1

2

�
Ediag

R .u C v/ � Ediag
R .u/ � Ediag

R .v/
�

2 R; u; v 2 FR (2.49)

で定義する．このとき .ER;FR/ 2 RF.K/かつ .R.ER;FR/ DW/ RER
D R.

(2) .E ;F/ 2 RF.K/ならば .ERE ;FRE / D .E ;F/.特に RF.K/ 3 .E ;F/ 7! RE 2

RM.K/及び RM.K/ 3 R 7! .ER;FR/ 2 RF.K/は互いに逆の全単射である．

証明. (1) FRがRK の線型部分空間であることは (2.8)より容易に分かり，従って
ER W FR � FR ! Rを (2.49)により定義することができる．明らかに，u 2 FR,
˛ 2 Rとすると Ediag

R .˛u/ D ˛2Ediag
R .u/なので特に ER.u; u/ D Ediag

R .u/ � 0であ
り，また u; v 2 FR に対し ER.u; v/ D ER.v; u/である．

ERの双線型性を示すため，u; v; w 2 FR, ˛ 2 RとしA WD ¹u; v; w; u C v; ˛uº

とおく．" 2 .0; 1/を任意に取る．このとき，系 2.18より ; 6D U � V なるK の
有限部分集合 U; V に対し LU D ŒLV �U であり，従って (2.15)から各 f 2 FR に
対し ELV

.f jV ; f jV /が V について単調非減少であることに注意すると，K の空
でない有限部分集合 V を任意の h 2 A[ ¹f C g j f; g 2 Aºに対し Ediag

R .h/ � " �

ELV
.hjV ; hjV / � Ediag

R .h/ となるように選べる．すると f 2 A に対し，この不
等式の h D f; w; f C w の場合から容易に jER.f; w/ � ELV

.f jV ; wjV /j � " が
得られ，これを f D u; v; u C v; ˛uに対して適用し 3角不等式を用いることで
jER.u C v; w/ � ER.u; w/ � ER.v; w/j � 3", jER.˛u; w/ � ˛ER.u; w/j � .j˛j C 1/"

が分かる．ここで " 2 .0; 1/は任意なので ER.u C v; w/ D ER.u; w/ C ER.v; w/,
ER.˛u; w/ D ˛ER.u; w/となり，ER の双線型性が示せた．

.ER;FR/ 2 RF.K/かつ RER
D R であることの証明は 2.2節の議論に倣う．

(RF1), (RF4)は limm!1 ELm
..�/jVm

; .�/jVm
/を supV �K; 1�#V <1 ELV

..�/jV ; .�/jV /と
置き換えれば定理 2.25-(1),(3)の証明と全く同様にして示される．

U を K の空でない有限部分集合，u 2 RU とする．vjU D u なる任意の
v 2 FRに対し定義より ER.v; v/ � ELU

.u; u/であることに注意する．hjU D uな
る h 2 FRで ER.h; h/ D ELU

.u; u/を満たすものが存在する（従って ELU
.u; u/ D

minv2FR; vjU Du ER.v; v/である）ことを示そう．h 2 RKを，x 2 Kに対し h.x/ WD

h
LU [¹xº

U .u/.x/とおくことで定める．h
LU

U D idRU より hjU D uである．V を K

の空でない有限部分集合としW WD U [ V とおくと，x 2 W に対し命題 2.10よ
り h.x/ D h

LU [¹xº

U .u/.x/ D
�
h

LW

U [¹xº
ı h

ŒLW �U [¹xº

U .u/
�
.x/ D h

LW

U .u/.x/,すなわち
hjW D h

LW

U .u/であるので

ELV
.hjV ; hjV / � ELW

.hjW ; hjW / D ELW

�
h

LW

U .u/; h
LW

U .u/
�

D ELU
.u; u/:

これはmaxV �K; 1�#V <1 ELV
.hjV ; hjV / D ELU

.u; u/を意味し，よって h 2 FR か
つ ER.h; h/ D ELU

.u; u/ D minv2FR; vjU Du ER.v; v/となる．
x; y 2 K, x 6D y とする．前段落において特に U WD ¹x; yº, u WD 1¹x;yº

x とし
たときの hを考えると，h 2 FR, h.x/ D 1 6D 0 D h.y/であるので .ER;FR/が
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(RF2)を満たすことが分かり，さらに

jh.x/ � h.y/j2

ER.h; h/
D EL¹x;yº

�
1¹x;yº

x ; 1¹x;yº
x

��1
D RL¹x;yº

.x; y/ D R.x; y/: (2.50)

他方，各 u 2 FR n R1K に対し ER.u; u/ � EL¹x;yº
.uj¹x;yº; uj¹x;yº/ D

ju.x/�u.y/j2

R.x;y/
,

従って ju.x/�u.y/j2

ER.u;u/
� R.x; y/ < 1であるので，(2.50)と合わせて RER

.x; y/ D

R.x; y/ < 1を得る．すなわち .ER;FR/は (RF3)を満たし，従って .ER;FR/ 2

RF.K/であり，かつRER
D R.なお前段落の結果から，Kの任意の空でない有限

部分集合 V に対し LERjV D LV であることを注意しておく．
(2) .E ;F/ 2 RF.K/とし，R WD RE とおく．K の空でない各有限部分集合 V に
対し LV WD LEjV 2 LA.V /とおく．系 2.33により RjV �V D RLV

であるので，
.ER;FR/はこの ¹LV ºV �K; 1�#V <1 を用いて (2.47), (2.48), (2.49)により定義され
る．さらに上記 (1)の証明の最後に注意したように LERjV D LV であり，すると
任意の u 2 RV と x 2 K に対し，h

ERjV [¹xº

V D h
LV [¹xº

V D h
EjV [¹xº

V に注意すれば
命題 2.32より

h
ER

V .u/.x/ D
�
h
ER

V [¹xº
ı h

LV [¹xº

V .u/
�
.x/ D h

LV [¹xº

V .u/.x/

D
�
hE

V [¹xº
ı h

LV [¹xº

V .u/
�
.x/ D hE

V .u/.x/

となるので，h
ER

V .u/ D hE
V .u/.そこで hE

V W RV ! F を以下では単に hV で表す．
特に，(2.43)を .ER;FR/及び .E ;F/に対して用いることにより任意の u; v 2 RV

に対し ELV
.u; v/ D ER.hV .u/; hV .v// D E.hV .u/; hV .v//であることが分かる．

まず u 2 F とすると，定理 2.29より K の任意の空でない有限部分集合 V に
対し ELV

.ujV ; ujV / � E.u; u/,従って u 2 FR, ER.u; u/ � E.u; u/.特に F � FR.
u 2 FR とする．各 n 2 Nに対し ELVn

.ujVn
; ujVn

/ � ER.u; u/ � n�1 を満た
す K の空でない有限部分集合 Vn を取り un WD hVn

.ujVn
/とおくと，ER.u; u/ �

n�1 � ELVn
.ujVn

; ujVn
/ D ERjVn

.ujVn
; ujVn

/ � ER.u; u/ であるので系 2.34 よ
り limn!1 ER.u � un; u � un/ D 0. 他方 k; l 2 N に対し，命題 2.32 により
uk D hVk[Vl

ı h
LVk [Vl

Vk
.ujVk

/ D hVk[Vl
.ukjVk[Vl

/, ul D hVk[Vl
.ul jVk[Vl

/ な
ので uk � ul D hVk[Vl

..uk � ul /jVk[Vl
/ であり，そこで前々段落の最後に述べ

た事実と (2.8)及び limn!1 ER.u � un; u � un/ D 0から E.uk � ul ; uk � ul / D

ER.uk �ul ; uk �ul /
k^l!1
�����! 0. よって .F=R1K ; E/の完備性から v 2 Fが存在して

limn!1 E.v�un; v�un/ D 0,従って (2.8)より E.v; v/ D limn!1 E.un; un/である
が，n 2 Nに対し前段落の結果から v 2 FR, ER.v�un; v�un/ � E.v�un; v�un/な
ので limn!1 ER.v�un; v�un/ D 0でもあり，これと (2.8), limn!1 ER.u�un; u�

un/ D 0から ER.u � v; u � v/ D 0となる．ゆえに (RF1)より u � v 2 R1K � F ,
従って u D .u � v/ C v 2 F かつ E.u; u/ D E.v; v/ D limn!1 E.un; un/ D

limn!1 ER.un; un/ D ER.u; u/ であり，前段落の結果と合わせて .ER;FR/ D

.E ;F/が分かる．

上記の定理 2.35-(2)の証明において ELV
D ELEjV

D E jV であるので，これを
(2.47), (2.48), (2.49)に当てはめ .E ;F/ D .ERE ;FRE /を用いることで次を得る．
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系 2.36. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とするとき，

F D ¹u 2 RK
j supV �K; 1�#V <1 E jV .ujV ; ujV / < 1º; (2.51)

E.u; u/ D supV �K; 1�#V <1 E jV .ujV ; ujV /; u 2 F : (2.52)

系 2.36から，抵抗形式について次の一連の重要な基本性質が得られる．

定理 2.37. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．
(1) n 2 N, ¹ukºn

kD1
� F , u W K ! R, p 2 .0; 2�とし，任意の x; y 2 K に対し

ju.x/ � u.y/jp �
Pn

kD1 juk.x/ � uk.y/jp と仮定する．このとき u 2 F かつ

E.u; u/p=2
�

Xn

kD1
E.uk ; uk/p=2: (2.53)

(2) u 2 F , ¹unºn2N � F とする．このとき，limn!1 E.u � un; u � un/ D 0

となるためには，lim supn!1 E.un; un/ � E.u; u/ かつ任意の x; y 2 K に対し
limn!1.un.x/ � un.y// D u.x/ � u.y/となることが必要十分である．

証明. (1) V を K の空でない有限部分集合とし .LV
xy/x;y2V WD LEjV とすると，

2=p 2 Œ1; 1/に注意して u; ¹ukºn
kD1
に対する仮定とMinkowskiの不等式により

E jV .ujV ; ujV /p=2
D

�1

2

X
x;y2V; x 6Dy

LV
xy

�
ju.x/ � u.y/jp

�2=p
�p=2

�

�1

2

X
x;y2V; x 6Dy

LV
xy

�Xn

kD1
juk.x/ � uk.y/jp

�2=p�p=2

�
Xn

kD1

�1

2

X
x;y2V; x 6Dy

LV
xy

�
juk.x/ � uk.y/jp

�2=p
�p=2

D
Xn

kD1
E jV .ukjV ; ukjV /p=2

�
Xn

kD1
E.uk ; uk/p=2 < 1:

そこで V について上限を取り系 2.36を用いれば u 2 F と (2.53)が得られる．
(2) 必要性は (2.8) と (2.41) から明らかであるので，十分性を示せばよい．まず
limn!1 E.un; un/ D E.u; u/を示す．" 2 .0; 1/とする．lim supn!1 E.un; un/ �

E.u; u/より N1 2 Nが存在して n � N1 なる任意の n 2 Nに対し E.un; un/ �

E.u; u/ C ". また系 2.36 より K の空でない有限部分集合 V を E jV .ujV ; ujV / >

E.u; u/�"となるように取れるが，E jV D ELEjV
に対する (2.10)と x; y 2 V に対し

limn!1.un.x/�un.y// D u.x/�u.y/であることから limn!1 E jV .unjV ; unjV / D

E jV .ujV ; ujV / > E.u; u/ � ". そこで (2.52) に注意すれば，N2 2 N が存在して
n � N2なる任意のn 2 Nに対しE.u; u/�" < E jV .unjV ; unjV / � E.un; un/となり，
従って n � N1 _N2なる任意の n 2 Nに対し E.u; u/�" � E.un; un/ � E.u; u/C".
以上で limn!1 E.un; un/ D E.u; u/が示せた．
さて，(2.8)により

®
uCun

2

¯
n2N � F も u 2 F に対して ¹unºn2N と同じ仮定を

満たすので前段落の結果から limn!1 E
�

uCun

2
; uCun

2

�
D E.u; u/であり，よって

E.u � un; u � un/ D 2E.u; u/ C 2E.un; un/ � E.u C un; u C un/は n ! 1のとき
2E.u; u/ C 2E.u; u/ � 4E.u; u/ D 0に収束する．これで十分性が示せた．

系 2.38. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．
(1) u 2 Fに対し juj; uC; u� 2 FかつE.juj; juj/_E.uC; uC/_E.u�; u�/ � E.u; u/.
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(2) u; v 2 F に対し u _ v; u ^ v 2 F かつ E.u _ v; u _ v/ C E.u ^ v; u ^ v/ �

E.u; u/ C E.v; v/.
(3) Fb WD ¹u 2 F j kuk1 < 1º とおくとき，u; v 2 Fb に対し uv 2 Fb かつ
E.uv; uv/1=2 � kvk1E.u; u/1=2 C kuk1E.v; v/1=2.
(4)各 n 2 Nに対し 'n W R ! Rは任意の s; t 2 Rに対し j'n.s/ � 'n.t/j � js � t j

を満たすとし，さらに任意の t 2 Rに対し limn!1 'n.t/ D t と仮定する．このと
き u 2 F に対し ¹'n ı uºn2N � F かつ limn!1 E.u � 'n ı u; u � 'n ı u/ D 0.
(5) u 2 F , ¹unºn2N � F は limn!1 E.u � un; u � un/ D 0を満たすとし，さらに
limn!1 un.x/ D u.x/となる x 2 K が存在すると仮定する．このとき ' W R ! R
が任意の s; t 2 Rに対し j'.s/ � '.t/j � js � t jを満たし，かつ ' ı u D uならば，
¹' ı unºn2N � F かつ limn!1 E.u � ' ı un; u � ' ı un/ D 0.

証明. (1) v 2 ¹juj; uC; u�ºとすると明らかに任意のx; y 2 Kに対し jv.x/�v.y/j �

ju.x/ � u.y/jであるので，定理 2.37-(1)から v 2 F , E.v; v/ � E.u; u/.
(2) u _ v D

1
2
.u C v C ju � vj/, u ^ v D

1
2
.u C v � ju � vj/であるので，(1)より

ju � vj; u _ v; u ^ v 2 F , E.ju � vj; ju � vj/ � E.u � v; u � v/であり，従って

E.u _ v; u _ v/ C E.u ^ v; u ^ v/ D
1
2
.E.u C v; u C v/ C E.ju � vj; ju � vj//

�
1
2
.E.u C v; u C v/ C E.u � v; u � v// D E.u; u/ C E.v; v/:

(3) u1 WD kvk1u, u2 WD kuk1vとおくと u1; u2 2 F であり，x; y 2 K に対し

j.uv/.x/ � .uv/.y/j � jv.x/jju.x/ � u.y/j C ju.y/jjv.x/ � v.y/j

� kvk1ju.x/ � u.y/j C kuk1jv.x/ � v.y/j D
P2

kD1juk.x/ � uk.y/j

なので，定理 2.37-(1)を用いれば kuvk1 � kuk1kvk1 < 1と合わせ主張を得る．
(4)定理 2.37-(1)より各 n 2 Nに対し 'n ı u 2 F , E.'n ı u; 'n ı u/ � E.u; u/であ
り，そこで定理 2.37-(2)を用いれば limn!1 E.u � 'n ı u; u � 'n ı u/ D 0が従う．
(5)任意の y 2 K に対し，u; ¹unºn2N に対する仮定と (2.41)から

ju.y/ � un.y/j � RE.x; y/1=2E.u � un; u � un/1=2
C ju.x/ � un.x/j

n!1
����! 0;

従って limn!1 un.y/ D u.y/,よってさらに limn!1 'ıun.y/ D 'ıu.y/ D u.y/で
あり，また定理 2.37-(1)より各 n 2 Nに対し 'ıun 2 F , E.'ıun; 'ıun/ � E.u; u/.
ゆえに定理 2.37-(2)により limn!1 E.u � ' ı un; u � ' ı un/ D 0.

注意 2.39. 系 2.38-(4)は，'n W R ! Rが 'n.t/ D .�n/ _ .t ^ n/で与えられる場合
及び 'n.t/ D t � .�n�1/ _ .t ^ n�1/で与えられる場合によく用いられる．また系
2.38-(5)は u � 0で ' W R ! Rが '.t/ D tCで与えられる場合によく用いられる．

次に「有限集合上の Laplacianの適合列の極限は可算集合で定義されているに
過ぎない」という前節の最後に触れた問題の解決策として，抵抗形式は有効抵抗
距離に関する完備化を取る操作で不変であることを示そう．

定理 2.40. .K; R/を距離空間とし，K0 � K はK0
K

D K と RjK0�K0
2 RM.K0/

を満たすとする．RE0
D RjK0�K0

なる（唯 1つの）.E0;F0/ 2 RF.K0/を取り，

F WD ¹u 2 C.K/ j ujK0
2 F0º; E.u; v/ WD E0.ujK0

; vjK0
/; u; v 2 F (2.54)
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により F � RK と E W F � F ! Rを定める．このとき .E ;F/ 2 RF.K/, RE D R

であり，F 3 u 7! ujK0
2 F0 は線型同型である．

証明. 明らかに F は RK の線型部分空間であり，E W F �F ! Rは非負定値対称
双線型である．u 2 F0とすると (2.41)より u W K0 ! Rは（R及び R上の通常の
距離に関して）一様連続であるから，演習 1.9-(1)より v 2 C.K/が唯 1つ存在し
て vjK0

D uとなり，このとき v 2 F である．従って F 3 u 7! ujK0
2 F0は全単

射，よって線型同型である．そこで 1K jK0
D 1K0

に注意すると，.E0;F0/に対す
る (RF1), (RF4)から .E ;F/に対する (RF1), (RF4)が直ちに従う．また u 2 F とす
ると，K � K上の連続関数K � K 3 .x; y/ 7! ju.x/ � u.y/j2 � R.x; y/E.u; u/ 2 R
は .E0;F0/と ujK0

2 F0 に対する (2.41)により K0 � K0 上 .�1; 0�値であるの
で，連続性から K0 � K0

K�K
D K � K 上でも .�1; 0�値である．すなわち任意

の u 2 F と任意の x; y 2 K に対し ju.x/ � u.y/j2 � R.x; y/E.u; u/.
後は x; y 2 K, x 6D yとし，u 2 F で u.x/ D 1, u.y/ D 0, E.u; u/ D R.x; y/�1

を満たすものが存在することを示せば，(RF2)が得られ，さらに前段落の結果と
合わせると (2.40)の上限は最大値であって E.u; u/�1 D R.x; y/に等しいことが
分かるので，(RF3) と RE D R も従い証明が完了する．そこで以下そのような
u 2 F の存在を示す．K0

K
D K, R.x; y/ > 0より各 n 2 Nに対し xn; yn 2 K0を

R.x; xn/ _ R.y; yn/ < n�1 ^
R.x;y/

2
となるように取れて，このときR.xn; yn/ > 0,

従ってxn 6D ynなのでさらに .E0;F0/ 2 RF.K0/に対する定理 2.29により，un 2 F
で un.xn/ D 1, un.yn/ D 0, E.un; un/ D R.xn; yn/�1 を満たすものが唯 1つ存在
し unjK0

D h
E0

¹xn;ynº
.1¹xn;ynº

xn
/である．(2.42), (2.43)より任意の k; l 2 Nに対し

E.uk ; ul / D E0.ukjK0
; ul jK0

/ D E0

�
h
E0

¹xk ;ykº
.1¹xk ;ykº

xk
/; ul jK0

�
(2.55)

D E0

�
h
E0

¹xk ;ykº
.1¹xk ;ykº

xk
/; h

E0

¹xk ;ykº
.ul j¹xk ;ykº/

�
D E0j¹xk ;ykº

�
1¹xk ;ykº

xk
; ul j¹xk ;ykº

�
D R.xk ; yk/�1.ul .xk/ � ul .yk//:

さらに .E0;F0/に対する (2.41)から，任意の k; l 2 Nに対し

jul .xk/ � 1j
2

D jul .xk/ � ul .xl /j
2

� R.xk ; xl /E.ul ; ul / D R.xk ; xl /R.xl ; yl /
�1;

jul .yk/j2 D jul .yk/ � ul .yl /j
2

� R.yk ; yl /E.ul ; ul / D R.yk ; yl /R.xl ; yl /
�1

であるが，limn!1 R.xn; x/_R.yn; y/ D 0より limn!1 R.xn; yn/ D R.x; y/ > 0,
limk^l!1 R.xk ; xl / _ R.yk ; yl / D 0なので，limk^l!1.ul .xk/ � ul .yk// D 1と
なる．これと (2.55)及び limn!1 R.xn; yn/ D R.x; y/ > 0から

E.uk � ul ; uk � ul /

D R.xk ; yk/�1
C R.xl ; yl /

�1
� 2R.xk ; yk/�1.ul .xk/ � ul .yk//

k^l!1
�����! 0

となるので，.F=R1K ; E/の完備性により limn!1 E.v � un; v � un/ D 0となる
v 2 Fが存在し，(2.8)より E.v; v/ D limn!1 E.un; un/ D limn!1 R.xn; yn/�1 D

R.x; y/�1.また vは K 上連続なので v.x/ � v.y/ D limn!1.v.xn/ � v.yn//であ
り，.E0;F0/に対する (2.41)から n 2 Nに対し

jv.xn/ � v.yn/ � 1j
2

D j.v � un/.xn/ � .v � un/.yn/j2
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� R.xn; yn/E.v � un; v � un/
n!1
����! 0

であるので，v.x/ � v.y/ D 1 である．そこで u WD v � v.y/ とすれば u 2 F ,
u.x/ D 1, u.y/ D 0, E.u; u/ D E.v; v/ D R.x; y/�1.以上で証明が完了した．

.K; R/が .K0; RE0
/の完備化として与えられている場合に定理 2.40を適用す

ることで，有効抵抗距離に関する完備化についての次の系を得る．

系 2.41. K0 を空でない集合，.E0;F0/ 2 RF.K0/とし，.K; R/を .K0; RE0
/の完

備化，すなわち（等長同型を除いて一意的に存在する）K0 � K, RjK0�K0
D RE0

,

K0
K

D K を満たす完備距離空間とする．このとき .E ;F/を (2.54)により定める
と，.E ;F/ 2 RF.K/, RE D Rであり，F 3 u 7! ujK0

2 F0 は線型同型である．

抵抗形式を新たに構成するという立場からは初めに有限集合上の Laplacianの
適合列を与えるのが自然であり，その場合には系 2.41は次のように述べられる．

系 2.42. S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0º を有限集合上の Laplacianの適合列，.K; R/を
.V�.S/; RS/の完備化とし，F � RK , E W F � F ! Rを

F WD ¹u 2 C.K/ j ujV�.S/ 2 FSº; E.u; v/ WD ES.ujV�.S/; vjV�.S//; u; v 2 F
(2.56)

により定める．このとき .E ;F/ 2 RF.K/, RE D Rであり，F 3 u 7! ujV�.S/ 2 FS
は線型同型である．

証明. 定義 2.28の直前の段落で注意したように .ES ;FS/ 2 RF.V�.S//, RS D RES

であるので，K0 WD V�.S/, .E0;F0/ WD .ES ;FS/として系 2.41を適用することに
より主張を得る．

注意 2.43. 系 2.41,系 2.42において .K; R/は .K0; RE0
/あるいは .V�.S/; RS/の

抽象的な完備化として与えられているに過ぎず，.K; R/が具体的にどのような距
離空間になっているかは個別の解析を経なければ分からないことに注意されたい．
実際，第 3章の主題である自己相似集合上の Laplacianの構成は，V�.S/が与

えられた自己相似集合K 0の部分集合である場合に系 2.42を適用することにより
なされるが，その場合 .V�.S/; RS/の完備化 .K; R/を位相空間として元の自己相
似集合K 0と同一視できるかどうかは非自明であり，できることもできないことも
ある．この詳細は第 3章を，さらにより詳しくは [21, Section 3.3]を参照のこと．

定理 2.40において元の K 上の距離関数 R自身が既に R 2 RM.K/を満たし
ており，さらにK0 が可算集合である場合を考えれば次の系が得られる．

系 2.44. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/ とし，K を距離関数 RE により
位相空間と見なす．K は可分と仮定し，K の空でない有限部分集合の非減少列
¹Vmºm2N[¹0º で V� WD

S1

mD0 Vm が V�

K
D K を満たすものを取る．このとき

S WD ¹.Vm; LEjVm
/ºm2N[¹0º は有限集合上の Laplacianの適合列，

F D ¹u 2 C.K/ j ujV�
2 FSº; E.u; v/ D ES.ujV�

; vjV�
/; u; v 2 F (2.57)

であり，F 3 u 7! ujV�
2 FS は線型同型である．
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証明. m 2 N [ ¹0ºに対し Lm WD LEjVm
とおく．m � nなる m; n 2 N [ ¹0ºに対

し命題 2.32と定理 2.8より ELm
D E jVm

D E jVn
jVm

D ELn
jVm

D EŒLn�Vm
であるの

でLm D ŒLn�Vm
,すなわち S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0ºは有限集合上の Laplacianの適

合列であり，さらにm 2 N[¹0ºに対し系 2.33と (2.33)よりRE jVm�Vm
D RLm

D

RS jVm�Vm
D RES jVm�Vm

,よって RE jV��V�
D RES .そこで R WD RE , K0 WD V�,

.E0;F0/ WD .ES ;FS/として定理 2.40を用いれば，(2.57)の両式の右辺がRE を有
効抵抗距離に持つ K 上の抵抗形式を定め，かつ ¹u 2 C.K/ j ujV�

2 FSº 3 u 7!

ujV�
2 FS が線型同型であることが分かる．ところが定理 2.35-(2)によりこの抵

抗形式は .E ;F/に等しいので (2.57)が得られ，主張が従う．

本節の最後に，補題 2.20の一般化として抵抗形式に対しては空でない閉集合
を境界とする Green関数が自然に定まり有効抵抗距離を用いて具体的に表現され
ることを示し，関連する事実を述べる．次の定義と命題はそのための準備である．

定義 2.45. 空でない集合 K と RK の線型部分空間 F に対し，

F.U / WD ¹u 2 F j ujKnU D 0º; U � K; (2.58)

BF
WD
\

u2F.KnB/
u�1.0/; B � K (2.59)

と定める．各B � Kに対し容易に分かるようにB � BF , F.K nBF / D F.K nB/

であり，従ってまた .BF /F D BF であることを注意しておく．

命題 2.46. Kを空でない集合とし，F はRK の線型部分空間で ¹uC ^1 j u 2 Fº �

F ,及び任意の x 2 Kに対し u 2 F が存在して u.x/ 6D 0,を満たすとする．このと
き ;F D ;,かつ各 A; B � K に対し .A [ B/F D AF [ BF であり，特に K には
B 7! BF を閉包作用子とする位相が入る．また，任意の x 2 Kに対し ¹xºF D ¹xº

となるためには F が定義 2.26の (RF2)を満たすことが必要十分である．

証明. 仮定より各 x 2 K に対し u 2 F が存在して u.x/ 6D 0すなわち x 62 u�1.0/

であるので，;F D
T

u2F u�1.0/ D ;.次に A; B � K とする．F.K n .A [ B// D

F.K nA/\F.K nB/なのでAF [BF � .A[B/F である．逆に x 2 K n.AF [BF /

とすると，u 2 F.KnA/, v 2 F.KnB/が存在してu.x/ D v.x/ D 1となり，そこで
g WD uC^1, h WD vC^1, f WD gCh�.gCh/C^1とおけば，g; h; f 2 F , f .x/ D 1

であり，また各y 2 A[Bに対しu.y/ D 0または v.y/ D 0より .gCh/.y/ 2 Œ0; 1�,
従って f .y/ D 0なので f 2 F.K n .A [ B//,よって x 2 K n .A [ B/F である．
ゆえに .A [ B/F � AF [ BF となり，.A [ B/F D AF [ BF が示せた．定義 2.45
で注意したように各 B � K に対し B � BF D .BF /F でもあるので，B 7! BF

は閉包作用子の公理を満たし，よってこれを閉包作用子とする位相が K に入る．
F が定義 2.26の (RF2)を満たすとすると，x 6D yなる任意の x; y 2 Kに対し，

補題 2.27より u 2 F が存在して u.x/ D 0 6D u.y/となり，従って u 2 F.K n¹xº/,
y 62 u�1.0/であるので y 62 ¹xºF ,ゆえに ¹xºF D ¹xº.逆に任意の x 2 K に対し
¹xºF D ¹xºであるとすると，x 6D y なる任意の x; y 2 K に対し y 62 ¹xº D ¹xºF

より u 2 F.K n ¹xº/,すなわち u.x/ D 0なる u 2 F が存在して u.y/ 6D 0となる
ので，F は定義 2.26の (RF2)を満たす．

命題 2.47. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，B は K の空でない部分集
合で BF D B を満たすとする．KB WD .K n B/ [ ¹Bºとおき，�B W K ! KB を
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x 2 K n Bに対し �B.x/ WD x,また x 2 Bに対し �B.x/ WD Bで定める．このとき

FB
WD ¹u 2 RKB j u ı �B 2 Fº; (2.60)

EB.u; v/ WD E.u ı �B ; v ı �B/; u; v 2 FB (2.61)

と定めると .EB ;FB/ 2 RF.KB/,かつ各 x; y 2 K に対し REB .�B.x/; �B.y// �

RE.x; y/.また x 2 KとしRE.x; B/ WD R.E;F/.x; B/ WD REB .�B.x/; B/とおくと，

RE.x; B/ D
�
min¹E.u; u/ j u 2 F.K n B/, u.x/ D 1º

��1
D max

u2F.KnB/n¹0º

ju.x/j2

E.u; u/
(2.62)

（ただし min ; WD 1, 1�1 WD 0, max ; WD 0），かつ RE.x; B/ � distRE .x; B/.

証明. 明らかに FB は RKB の線型部分空間，EB は FB 上の非負定値対称双線型
形式であり，¹u 2 F j E.u; u/ D 0º D R1K から ¹u 2 FB j EB.u; u/ D 0º D R1KB

が分かる．¹unºn2N � FBが limk^l!1 EB.uk �ul ; uk �ul / D 0を満たすとすると，
.F=R1K ; E/の完備性から v 2 Fが存在して limn!1 E.v�unı�B ; v�unı�B/ D 0

となるが，このときx; y 2 Bとすると，各n 2 Nに対しunı�B.x/ D un.B/ D unı

�B.y/なので (2.41)よりv.x/�v.y/ D limn!1.unı�B.x/�unı�B.y// D 0.よって
vjB 2 R1Bなので，́ 2 Bを任意に取りu 2 RKB をujKnB WD vjKnB , u.B/ WD v.´/

で定めると u ı �B D v 2 F ,従って u 2 FB かつ limn!1 EB.u � un; u � un/ D 0

となる．以上で .FB=R1KB
; EB/の完備性が得られ，(RF1)が示せた．

(RF2)を示すために x; y 2 KB , x 6D yとする．一般性を失うことなく y 2 KnB

と仮定してよい．Bx � K を x 2 K n B のとき Bx WD B [ ¹xº, x D B のとき
Bx WD B で定める．このとき BF D B と命題 2.46より y 62 Bx D .Bx/F なので
v 2 F.K n Bx/が存在して v.y/ 6D 0となり，そこで u 2 RKB を ujKnB WD vjKnB ,
u.B/ WD 0で定めると，vjBx

D 0より u ı �B D v 2 F なので u 2 FB であり，ま
た u.y/ D v.y/ 6D 0 D u.x/.ゆえに (RF2)が成り立つ．

x; y 2 K とすると，各 u 2 FB n R1KB
に対し u ı �B 2 F n R1K なので

ju.�B.x// � u.�B.y//j2

EB.u; u/
D

ju ı �B.x/ � u ı �B.y/j2

E.u ı �B ; u ı �B/
� RE.x; y/ < 1

であり，u 2 FB nR1KB
について上限を取ることで (RF3)とREB .�B.x/; �B.y// �

RE.x; y/を得る．また，u 2 FBとすると .uC ^1/ı�B D .uı�B/C ^1 2 Fなので
uC ^1 2 FBであり，さらに EB.uC ^1; uC ^1/ D E..uı�B/C ^1; .uı�B/C ^1/ �

E.u ı �B ; u ı �B/ D EB.u; u/となるので (RF4)が成り立つ．
最後に x 2 Kとする．任意の y 2 B に対しRE.x; y/ � REB .�B.x/; �B.y// D

REB .�B.x/; B/ D RE.x; B/ であるので，y 2 B に対する下限を取ることで
distRE .x; B/ � RE.x; B/ を得る．次に (2.62) について，x 2 B ならば ¹u 2

F.K n B/ j u.x/ 6D 0º D ; より (2.62) の 3 辺は全て 0 に等しいので，以下
x 2 K nBとする．x 62 B D BF より 1B[¹xº

x 2 F jB[¹xºなので，定理 2.29より最小
値min¹E.u; u/ j u 2 F.K n B/, u.x/ D 1º D min

u2F ; ujB[¹xºD1B[¹xº
x

E.u; u/は存在
して v WD hE

B[¹xº

�
1B[¹xº

x

�
により達成される．そこで g 2 RKB を gjKnB WD vjKnB ,

g.B/ WD 0で定めると，gı�B D v 2 Fよりg 2 FBであり，またg.x/ D v.x/ D 1,
g.B/ D 0なので RE.x; B/ D REB .x; B/ � EB.g; g/�1 D E.v; v/�1.他方 (2.45)
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より h 2 FB を h.x/ D 1, h.B/ D 0, EB.h; h/�1 D REB .x; B/となるように取れ
るが，このとき h ı �B 2 F.K n B/, h ı �B.x/ D 1なので E.v; v/の最小性によ
り RE.x; B/ D REB .x; B/ D EB.h; h/�1 D E.h ı �B ; h ı �B/�1 � E.v; v/�1.以上
から RE.x; B/ D E.v; v/�1 D

�
min¹E.u; u/ j u 2 F.K n B/, u.x/ D 1º

��1 であり，
さらにこの E.v; v/�1 が (2.62)の最右辺の最大値を与えることが (2.22)と全く同
様にして示される．これで証明が完了した．

定理 2.48. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．B は K の空でない部分
集合で BF D B を満たすとし，gB D gE

B D g
.E;F/
B W K � K ! Rを

gB.x; y/ WD
REB .�B.x/; B/ C REB .�B.y/; B/ � REB .�B.x/; �B.y//

2
(2.63)

で定める．このとき各 x 2 K に対し vx WD gB.x; �/は任意の u 2 F.K n B/につ
いて E.u; vx/ D u.x/となるような唯 1つの F.K n B/の元であり，さらに

0 � gB.x; y/ D gB.y; x/ � gB.x; x/ D RE.x; B/; x; y 2 K; (2.64)
jgB.x; y/ � gB.x; ´/j � REB .�B.y/; �B.´// � RE.y; ´/; x; y; ´ 2 K: (2.65)

証明. 命題 2.47と系 2.33より REB 2 RF.KB/なので REB は KB 上の距離関数
であり，すると (2.64), (2.65)は REB に対する 3角不等式と命題 2.47から直ちに
従う．次に x 2 K とし，主張の vx と同じ性質を v1; v2 2 F.K n B/が持つとす
ると，u WD v1 � v2 として E.v1 � v2; v1 � v2/ D E.u; v1/ � E.u; v2/ D 0なので
(RF1)より v1 � v2 2 R1K となり，これと .v1 � v2/jB D 0から v1 D v2 が従う．
さらに x 2 B とすると，(2.63)より vx WD gB.x; �/ D 0 2 F.K n B/であり，これ
は任意の u 2 F.K n B/に対し E.u; vx/ D 0 D u.x/を満たす．
そこで後は x 2 K n B として vx WD gB.x; �/ が主張の性質を持つことを示

せばよい．vxjB D 0 なので，ux 2 RKB を uxjKnB WD vxjKnB , ux.B/ WD 0 で
定めると ux ı �B D vx . 任意に y 2 KB n ¹x; Bº を取り V WD ¹x; y; Bº, L WD

LEB jV
とおく．このとき系 2.33 より REB jV �V D RL なので (2.63), (2.27) から

uxjV D gL
B .x; �/となり，すると補題 2.20より uxjV は .EL; RV / D .EB jV ; RV /に

関して ¹x; Bº-調和，すなわち uxjV D h
EB jV
¹x;Bº

.uxj¹x;Bº/であるので，命題 2.32から
ux.y/ D h

EB jV
¹x;Bº

.uxj¹x;Bº/.y/ D
�
hEB

V ı h
EB jV
¹x;Bº

.uxj¹x;Bº/
�
.y/ D hEB

¹x;Bº
.uxj¹x;Bº/.y/.

ここで y 2 KB n ¹x; Bºは任意だったので ux D hEB

¹x;Bº
.uxj¹x;Bº/ 2 FB ,従って

vx D ux ı �B 2 F であり，vxjB D 0より vx 2 F.K n B/.さらに v 2 F.K n B/

に対し，u 2 RKB を ujKnB WD vjKnB , u.B/ WD 0 で定義すれば vjB D 0 より
u ı �B D v 2 F ,よって u 2 FB であり，このとき (2.42), (2.43), (2.45)により

E.v; vx/ D E.u ı �B ; ux ı �B/ D EB.u; ux/ D EB
�
u; hEB

¹x;Bº
.uxj¹x;Bº/

�
D EB

�
hEB

¹x;Bº
.uj¹x;Bº/; hEB

¹x;Bº
.uxj¹x;Bº/

�
D EB

j¹x;Bº.uj¹x;Bº; uxj¹x;Bº/

D u.x/ux.x/REB .x; B/�1
D v.x/gB.x; x/REB .x; B/�1

D v.x/:

以上で vx D gB.x; �/が主張の性質を有することが分かり，証明が完了した．
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定義 2.49. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，B は K の空でない部分集
合で BF D B を満たすとする．このとき (2.63)で定義される gB W K � K ! Rを
.E ;F/に関する B を境界とする Green関数といい，どの .E ;F/に関してかが文
脈から明らかである場合には単に B を境界とする Green関数という．

命題 2.47,定理 2.48では条件 BF D B が「B はK の閉集合である」という仮
定に相当している．実際 BF D B を満たす B � K は .K; RE/の閉集合であるこ
とが，(2.41)より各 u 2 F が .K; RE/上の連続関数であることとBF の定義 (2.59)
から分かる．しかしBが .K; RE/の閉部分集合であってもBF D Bは一般には成
り立たず，.K; RE/が局所コンパクト可分完備である場合に限っても同様である．
次の演習 2.2はそのような抵抗形式 .E ;F/と .K; RE/の閉集合 B の例を与える．

演習 2.2 ([24, Example 5.5]). m � 2なる m 2 Nに対し Vm WD ¹0; 1; : : : ; mºとお
き，Lm 2 LA.Vm/を次で定める：

.Lm/xy WD

8̂<̂
:

2 jx � yj D 1もしくは jx � yj D m,
1 ある k 2 ¹1; : : : ; mº n ¹1; mºにより ¹x; yº D ¹0; kº,
0 x; y 2 ¹1; : : : ; mº, jx � yj � 2.

(2.66)

(1) S WD ¹.Vm; Lm/º1
mD2 は有限集合上の Laplacianの適合列であることを示せ．

(2)各 x; y 2 Nに対し RS.0; x/ D
1
3

, RS.x; y/ D
2
3
.1 � 2�jx�yj/であることを示

せ．（従って .N [ ¹0º; RS/は局所コンパクト可分完備距離空間であり，さらにその
位相は離散位相，すなわちN [ ¹0ºの任意の部分集合は開集合かつ閉集合である．）
(3) ¹u 2 FS j ujN D 0º D ¹0ºであることを示せ．（従って NFS D N [ ¹0ºである．）

実は次の定理に述べる通り，Bが .K; RE/のコンパクト部分集合であればBF D

Bが成り立つ．さらに次節の定理 2.51において，.K; RE/が局所コンパクトである
場合には，.K; RE/の任意の閉集合 B に対し BF D B となるためには F \ Cc.K/

が .Cc.K/; k � k1/において稠密であることが必要十分であることを証明する．

定理 2.50. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．
(1) B をK の空でない部分集合とする．x 2 K は distRE .x; B/ > 0を満たすとし，
V はBの有限部分集合でB �

S
y2V BRE

�
y; 1

2
distRE .x; B/

�
を満たすと仮定する．

このとき x 62 BF であり

.4 � #V /�1 distRE .x; B/ � RE.x; BF / � distRE .x; BF /: (2.67)

(2) B が .K; RE/のコンパクト部分集合ならば BF D B .

証明. (1) y 2 K n ¹xºとし uy WD RE.x; y/�1g¹yº.x; �/とおく．(2.62), (2.45)より
g¹yº.x; x/ D RE.x; ¹yº/ D RE.x; y/であるので，定理 2.48から uy 2 F.K n ¹yº/,

RE.x; y/E.uy ; uy/ D E.uy ; g¹yº.x; �// D uy.x/ D 1; (2.68)
0 � RE.x; y/uy.´/ D g¹yº.x; ´/ � g¹yº.x; y/ � RE.y; ´/; ´ 2 K: (2.69)

そこでさらに y 2 B , ´ 2 BRE

�
y; 1

2
distRE .x; B/

�
と仮定すると，RE.y; ´/ <

1
2

distRE .x; B/ �
1
2
RE.x; y/であるので (2.69)により uy.´/ �

1
2
となる．
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さて，distRE .x; B/ > 0より x 2 K n B � K n V なので各 y 2 V に対し前段落
の uy 2 F が定まることに注意して，v WD miny2V uy とおく．このとき系 2.38-(2)
より v 2 F , (2.68)の最後の等号から v.x/ D 1, (2.69)の最初の不等式より v � 0

であり，さらに各 ´ 2 Bに対し，仮定より y 2 V を ´ 2 BRE

�
y; 1

2
distRE .x; B/

�
と

なるように選ぶことができるので前段落の最後の議論から 0 � v.´/ � uy.´/ �
1
2

.
そこで u WD 2v � .2v/C ^1とおけば，u 2 F.K nB/かつ u.x/ D 1,従って x 62 BF

であり，さらに (2.62),定理 2.37-(1),系 2.38-(2), (2.68)と V � B から

RE.x; BF /�1
� E.u; u/ � E.2v; 2v/ D 4E.v; v/

� 4
X

y2V
E.uy ; uy/ D 4

X
y2V

RE.x; y/�1
� .4 � #V / distRE .x; B/�1

となるので (2.67)の最初の不等式が得られる．最後に (2.67)の後半の不等式は命
題 2.47の最後の主張から分かる．
(2)命題 2.46より ;F D ;であるので，B 6D ;と仮定してよい．x 2 K n B とす
る．このとき B のコンパクト性から distRE .x; B/ D miny2B RE.x; y/ > 0であり，
すると B �

S
y2B BRE

�
y; 1

2
distRE .x; B/

�
であるので再び B のコンパクト性から

B の有限部分集合 V が存在して B �
S

y2V BRE

�
y; 1

2
distRE .x; B/

�
となる．よっ

て (1)より x 62 BF であるので，BF � B ,すなわち BF D B が従う．

2.4 対称正則Dirichlet形式としての抵抗形式
定理 2.51.

証明.

第 2章参考文献
本章で取り扱った抵抗形式の一般論は [20]において初めて導入され，[21, Chapter
2]で整理された後 [22, 24]でさらに詳しく研究されたものである．本章の記述は主
に [21, Chapter 2]に従っているが，[24]で新しく得られた結果も一部盛り込んだ．

2.1節の記述は，定理 2.16-(2)の証明と補題 2.20以外は [21, Section 2.1]に従っ
た．補題 2.20とその証明は [24, Proof of Theorem 4.3]から採った．[21, Section
2.1]では定理 2.16-(2)は #V についての数学的帰納法を用いた具体的な計算によ
り証明されている．ここで与えた補題 2.20に基づく定理 2.16-(2)の証明も専門家
には事実上既知であるはずだが，同じ証明を与えている文献の心当たりは筆者に
はない．なお，2.1節では有限集合上のDirichlet形式の解析的側面のみを取り扱っ
たが，これは実は有限集合上のMarkov連鎖を用いて確率論的に理解することが
可能である．そういった確率論的側面の詳しい記述は例えば熊谷隆氏による日本
語の教科書 [25,第 3章]で与えられているので合わせて参照されたい．

2.2節の記述は [21, Section 2.2]に従った．
2.3節は [21, Section 2.3]の記述を [24, Chapters 2–5 and 8]の内容と融合させ整

理・改良するとともに，[21, Theorem 2.3.6]では省略されていた定理 2.35の正確
な主張と証明，及び抵抗形式のMarkov性にまつわる定理 2.37,系 2.38を補ったも
のである．補題 2.27は [24, Proposition 3.2]から採った．定理 2.29は [24, Chapter
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8]によるが，そこでは仮定されていた .K; RE/の可分性を必要としない証明を本
稿では与えた．定理 2.37,系 2.38と同様の性質は一般の Dirichlet形式に対しても
（多少の修正の下で）成り立つことが知られているが，これについては [11, Section
1.4], [9, Section 1.1], [29, Section I.4], [7, Sections I.2 and I.3] を参照のこと．定
義 2.45と命題 2.46は [24, Chapter 2]から，命題 2.47,定理 2.48,定義 2.49は [24,
Chapter 4]から，演習 2.2と定理 2.50は [24, Chapter 5]から，それぞれ採った．
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