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定理 (定理 9.2-(f)への補足：積分記号化の微分). .X;M; �/を測度空間とし，a; b 2 Œ�1; 1�は
a < b を満たすとする．f W X � .a; b/ ! Cとし，任意の t 2 .a; b/に対し f .�; t / 2 L1.�/,かつ
任意の x 2 X に対し f .x; �/ W .a; b/ ! Cは微分可能とする．さらにM-可測で �-可積分な関数
g W X ! Œ0; 1�が存在して任意の .x; t/ 2 X � .a; b/に対し
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証明. F W .a; b/ ! Cを F.t/ WD
R
X f .x; t/ d�.x/で定める．F が .a; b/の任意の点において微分

可能であることを示すため，t 2 .a; b/を任意に取る．f の第 2変数に関する微分 @f
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であり，f .�; t Cn�1/およびf .�; t /はM-可測なので f .�; tCn�1/�f .�; t/
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nD1 � R n ¹0ºで，limn!1 hn D 0かつ任意の n 2 Nに対し t C hn 2 .a; b/である
ようなものを任意に取る．このとき
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であるが，ここで (9.B)の右辺の被積分関数について，f を実部と虚部に分けて f D uCivと表しu
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が得られる．
前段落の議論から，limn!1 hn D 0かつ任意の n 2 Nに対し t C hn 2 .a; b/であるような任

意の ¹hnº1
nD1 � R n ¹0ºに対して (9.D)が成り立つことが分かった．これを用いて，関数 F が t に
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が成り立つことを背理法により証明しよう．(9.E)が成り立たないと仮定すると，(9.E)の収束の定
義（の否定）により，ある " 2 .0; 1/が存在して，任意の ı 2 .0; 1/に対し
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各 n 2 Nに対し，ı WD n�1に対する (9.F)のような hを取りそれを hnとおく．すると任意の n 2 N
に対し t C hn 2 .a; b/かつ 0 < jhnj < n�1 であり，特に ¹hnº1
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であったことに矛盾する．よって (9.E)が成り立ち，これは
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を意味する．


