
フラクタル上のラプラシアン・熱方程式入門

梶野　直孝（神戸大学大学院理学研究科）

数学特別講義 I
（奈良女子大学理学部　 2018年度集中講義）

2018年 11月 1日



序
本稿は奈良女子大学理学部における 2018年度集中講義「数学特別講義 I」の講義
内容の一部をまとめたものである．
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本講義を通して使われる記号
本論に入る前に，本講義を通して使われる幾つかの記号をここで導入しておく．
(1)等式

A WD B

は「Aを B で定義する」の意味に用いる．
(2) N, Z, Q, R, Cは通常通り自然数全体，整数全体，有理数全体，実数全体，複
素数全体の集合をそれぞれ表す．本稿では Nは 0を含まないと約束する：

N D ¹1; 2; 3; : : : º:

(3)集合 Aに属する元の総数を #Aで表す．#A 2 N [ ¹0; 1ºである．
(4) 集合 X; Y，写像 f W X ! Y と A " X に対し，写像 f jA W A ! Y を
f jA.x/ WD f .x/, x 2 Aにより定める．この f jA を f の Aへの制限という．
(5)空集合;の上限，最大値，下限，最小値は sup ; WD max ; WD 0, inf ; WD min ; WD
1 と約束する．a; b 2 Œ#1; 1!に対し a _ b WD max¹a; bº, a ^ b WD min¹a; bº,
aC WD a _ 0, a! WD #.a ^ 0/と定め，Œ#1; 1!-値関数に対しても同様の記号を
用いるものとする．本稿では関数と言えば Œ#1; 1!-値関数のみを考えるものと
する．
(6) d 2 Nとする．Rd には通常の Euclidノルム j $ jを入れる．d % d 単位行列を
Id で表し，実行列M に対しその転置行列をM " で表す．
(7) X を位相空間とする．A " X に対しその X における内部，閉包，境界をそ
れぞれ intX A, A

X
, @X Aで表す．X の Borel " -加法族（X の開集合全体を含む X

における " -加法族のうちで最小のもの）を B.X/で表す．さらに C.X/ WD ¹f j
f W X ! R, f は連続 º, f 2 C.X/に対し suppX Œf ! WD f !1.R n ¹0º/X

, kf k1 WD
supx2X jf .x/jとおき，Cc.X/ WD ¹f 2 C.X/ j suppX Œf !はコンパクト ºとする．
(8) .X; #/を距離空間，x 2 X とする．r 2 .0; 1/に対し B!.x; r/ WD ¹y 2 X j
#.x; y/ < rº, B!.x; r/ WD ¹y 2 X j #.x; y/ & rº とおき，また A " X に対
し dist!.x; A/ WD infy2A #.x; y/, diam! A WD supy;´2A #.y; ´/ とおく．A " X が
diam! A < 1を満たすとき，Aは #-有界であるという．

iv



第2章

抵抗形式と有効抵抗距離
本章では，第 3章で Sierpiński gasket上に Laplacianを構成するための準備として，
抵抗形式とそこから生じる対称正則 Dirichlet形式の一般論を取り扱う．
対称正則Dirichlet形式とは，Euclid空間Rd 上の（適当な滑らかさを持つ）関

数 u; vに対して定義される双線型形式

E.u; v/ WD
Z
Rd

hru; rvidx (2.1)

を抽象的に一般化した概念である．双線型形式 (2.1)が部分積分の公式
Z
Rd

hru; rvidx D #
Z
Rd

v$udx (2.2)

により Rd 上の通常の Laplacian $との自然な対応関係を持つように，対称正則
Dirichlet形式が与えられるとL2-内積を経由して Laplacianに相当する（自己共役
で，一般に有界とは限らない）作用素を自然に定めることができる．
また確率論的な対応物として，Rd 上にはよく知られているように Brown運

動（Wiener過程）B D .¹Bt ºt2Œ0;1/; ¹Pxºx2Rd /が定義され，その性質から（多少
の面倒な計算は必要になるが，比較的容易に）

lim
t#0

Ex Œu.B2t /! # u.x/

t
D $u.x/ (2.3)

が適当な滑らかさと可積分性を持つ関数 uに対して成り立つことが証明される．
関係式 (2.3)の一般化として対称正則 Dirichlet形式に対しては，適当に良い性質
を持つ確率過程 X D ¹Xt ºで，(2.3)に相当する関係式を（L2-ノルム収束の意味
で）満たすものが存在することが知られている．
さらにBrown運動B D ¹Bt ºt2Œ0;1/についてはその見本路 Œ0; 1/ 3 t 7! Bt .!/

は連続であるが，この性質は対応する Dirichlet形式の局所性

suppRd Œu! \ suppRd Œv! D ; H)
Z
Rd

hru; rvidx D 0 (2.4)

により特徴付けられる．すなわち，対称正則 Dirichlet 形式に対応する確率過程
X D ¹Xt ºが連続な見本路を持つためには，元のDirichlet形式が (2.4)に相当する
局所性を持つという意味で局所的であることが必要十分である．（上記の対称正則
Dirichlet形式の一般論について詳細は [12, 11]を参照のこと．）
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2 第 2章 抵抗形式と有効抵抗距離

さて，我々の目標は Sierpiński gasketにおいて自然な Laplacianや熱方程式を
定式化することであった．Sierpiński gasketは容易に分かるように弧状連結であり，
すると「熱は空間を連続的に伝わる」と考えるのが自然であるから，Laplacianに
対応する確率過程は連続な見本路を持つことが当然に要求される．そこで上記の
対称正則 Dirichlet形式の一般論を考慮すると，Sierpiński gasket上に（非自明で）
局所的な対称正則 Dirichlet形式を構成することさえできれば，あとは [12, 11]に
ある一般論を適用することで Laplacianやそれに (2.3)の意味で対応する確率過程
も自動的に得られ，Laplacianの構成という我々の目標が達成される．そこで（非
自明で）局所的な対称正則 Dirichlet形式を Sierpiński gasket上に構成すればよ
いことになる．
その方法として，素朴には次のようなものが考えられる：

1. Sierpiński gasket K を有限部分集合の増大列 ¹Vmºm2N[¹0º により近似する．

2. 各 Vm 上の Dirichlet形式 E .m/ W RVm % RVm ! Rをとる．

3. ¹.Vm; E .m//ºm2N[¹0ºを適切に選んでその「m ! 1とした極限」を取ること
により，K 上の（非自明で自然な）対称正則 Dirichlet形式 E が得られる．

このアイデアを実行するのは非常に難しいのが普通である1が，実は Sierpiński
gasket（に代表される p.-c.f.自己相似フラクタルと呼ばれる範疇のフラクタル）に対
しては，ある（自己相似的な形で定義される）自然な ¹Vmºm2N[¹0ºを考えることで，
比較的平易な議論により上記のアイデアを実行することができる．さらに各 E .m/

が極限のDirichlet形式 E の Vmへの「制限」（あるいは，E が ¹.Vm; E .m//ºm2N[¹0º
の「帰納極限」2）になっていることが分かり，そのことから E について色々と具
体的な計算を行うことが可能になる．以上のことを証明し，それにより Sierpiński
gasket上の局所的な対称正則 Dirichlet形式を得るのが第 3章の目標である．
本章ではその準備として，主に [28, Chapter 2]に従い有限集合上のDirichlet形

式の列の「帰納極限」についての一般論を展開する．具体的には，まず 2.1節で有
限集合上のDirichlet形式3の性質を詳しく調べる．そこで見るように，有限集合 V
において Dirichlet形式 E を考えることは V に連結な電気回路の構造を導入する
ことに他ならず，そこで自然に定まる 2点 x; y 2 V の間の「有効抵抗」RE.x; y/
を考えると実は RE は V 上の距離関数になる．この「有効抵抗距離」の概念が本
章では（従って p.-c.f.自己相似フラクタル上の Laplacianの構成と解析にも）極
めて重要な役割を果たす．続いて 2.2節で，有限集合 Vm とその上の Dirichlet形
式 E .m/ の列 S D ¹.Vm; E .m//ºm2N[¹0º の自然な「帰納極限」を取ることができる
ための条件を与え，さらに極限として得られる可算集合S1

mD0 Vm 上の双線型形
式 ES の基本性質を述べる．2.3節では，2.2節の ES と同様の性質を有する，可
算とは限らない一般の集合上で定義された双線型形式を「抵抗形式」として定式
化しその一般論を展開する．特に，任意の抵抗形式が有限集合上の Dirichlet形式
の「帰納極限」として記述できること，有効抵抗距離に関する完備化を考えるこ
とにより 2.2節の ES から自然に非可算集合上の抵抗形式が得られること，及び
Green関数が（抵抗形式の再生核として）自然に定まることを示す．

1例えば Sierpiński carpetに対してはこれは楠岡-Zhou [39]によりなされたが，そこでの証明は複雑
な計算による幾つもの精密な不等式評価の積み重ねであり，細部まで正確に理解するのはかなり骨が
折れる．以前筆者が [39]を読んだときには，途中の計算を追うことはできた（と思う）がその計算に
至る発想の由来は全然分からなかった．

2「帰納極限」という語はここでは「極限値の『有限の段階への制限』が極限を取る前の値に一致
するという性質を満たすような極限概念」の意味に用いている．

3本章で取り扱う有限集合上の Dirichlet 形式は，正確には Dirichlet 形式の一般論で言うところの
「既約再帰的な」Dirichlet 形式である．定義 2.2 とその直前の記述を参照のこと．
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記号. 本章を通して以下の記号を用いる．
(1) K を空でない集合とする．A " K に対し 1K

A 2 RK D ¹u j u W K ! Rºを

1K
A .x/ WD

´
1 x 2 A;

0 x 2 K n A;
(2.5)

で定める．誤解の恐れがない場合には，K を省略してこれを単に 1A と書く．ま
た x 2 K に対し 1K

¹xº; 1¹xº をそれぞれ単に 1K
x ; 1x と書く．

(2)空でない有限集合 V に対し，RV 上の内積 h$; $iV を次で定める：

hu; viV WD
X
x2V

u.x/v.x/; u; v 2 RV : (2.6)

(3) U; V を空でない有限集合とする．線型写像 L W RV ! RU に対し Lxy WD
.L1V

y /.x/により行列 .Lxy/x2U; y2V 2 RU $V を定める．容易に分かるように，L 7!
.Lxy/x2U; y2V は線型写像 L W RV ! RU の全体から行列 .Lxy/x2U; y2V 2 RU $V

の全体への線型同型であり，以下この線型同型により線型写像 L W RV ! RU と
行列 .Lxy/x2U; y2V D

!
.L1V

y /.x/
"

x2U; y2V
2 RU $V を同一視する．

さらに U D V のとき，線型写像 L W RV ! RV に対し双線型形式 EL W
RV %RV ! Rを EL.u; v/ WD hu; #LviV で定める．Lが内積 h$; $iV について対称
（すなわち双線型形式 EL が対称）であるためには Lに対応する行列 .Lxy/x;y2V

が対称行列であることが必要十分であることを注意しておく．

2.1 有限集合上の抵抗形式と有効抵抗距離
本節では有限集合上の Dirichlet形式と対応する有効抵抗距離の基本性質を取り扱
う．まず，次の基本的な事実を思い出しておく．
命題 2.1. F を R上の線型空間とし，E W F % F ! Rを F 上の非負定値対称双線
型形式とする．このとき任意の u; v 2 F に対し
（Cauchy-Schwarzの不等式） jE.u; v/j & E.u; u/1=2E.v; v/1=2; (2.7)

（3角不等式） E.u C v; u C v/1=2 & E.u; u/1=2 C E.v; v/1=2: (2.8)

証明. u; v 2 F , t 2 Rとする．E は非負定値対称双線型なので
0 & E.u C tv; u C tv/ D E.u; u/ C 2tE.u; v/ C t2E.v; v/: (2.9)

E.v; v/ D 0のときは，(2.9)より任意の t 2 .0; 1/に対し jE.u; v/j & t!1E.u; u/
であり，従って E.u; v/ D 0となり (2.7)が成り立つ．E.v; v/ > 0のときは，(2.9)
で t WD #E.u; v/=E.v; v/とおくことで 0 & E.u; u/E.v; v/ # E.u; v/2 となり (2.7)
を得る．さらに (2.9)で t D 1として (2.7)を用いれば直ちに (2.8)が従う．

有限集合上の（既約再帰的な）Dirichlet形式は次で定義される．なお，有限集
合に対しては次の定義は後に 2.3節で与える抵抗形式の定義（定義 2.26）と一致
するため，用語の統一のため最初からこれを抵抗形式と呼ぶことにする．
定義 2.2 (有限集合上の抵抗形式). V を空でない有限集合とする．RV 上の非負定
値対称双線型形式 E W RV % RV ! Rが次の 2条件を満たすとき，E は V 上の抵
抗形式 (resistance form)であるという：
(RF1)fin ¹u 2 RV j E.u; u/ D 0º D R1V .
(RF2)fin（Markov性）任意の u 2 RV に対し E.uC ^ 1; uC ^ 1/ & E.u; u/.
さらに RF.V / WD ¹E j E は V 上の抵抗形式 ºとおく．
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定義 2.3 (有限集合上の Laplacian). V を空でない有限集合とする．RV 上の対称
線型写像 L D .Lxy/x;y2V W RV ! RV が次の 2条件を満たすとき，Lは V 上の
Laplacianであるという：
(LA1) ¹u 2 RV j Lu D 0º D R1V .
(LA2) x 6D y なる任意の x; y 2 V に対し Lxy ' 0.
さらに LA.V / WD ¹L j Lは V 上の Laplacianºとおく．

定義 2.4 (有限集合上の抵抗網構造). V を空でない有限集合とする．次の 2条件を満
たす r D .rxy/x;y2V; x 6Dy " .0; 1!を V 上の抵抗網構造 (resistor network structure)
という：
(RN1) x 6D y なる任意の x; y 2 V に対し rxy D ryx .
(RN2) x 6D y なる任意の x; y 2 V に対し，n 2 Nと ¹xkºn

kD0 " V が存在して，
x0 D x, xn D y,かつ任意の k 2 ¹1; : : : ; nºに対し xk!1 6D xk かつ rxk!1xk

< 1.
さらに RN.V / WD ¹r j r は V 上の抵抗網構造 ºとおく．

次の命題に述べるように，RF.V /;LA.V /;RN.V /の間には自然な全単射が存
在し，これにより E 2 RF.V /は対応する LE 2 LA.V /及び rLE 2 RN.V /と自然
に同一視される．

命題 2.5. V を空でない有限集合とする．
(1) L 2 LA.V /に対し EL 2 RF.V /であり，LA.V / 3 L 7! EL 2 RF.V /は全単
射でその逆写像は RF.V / 3 E 7! LE WD .#E.1x ; 1y//x;y2V で与えられる．
(2) L D .Lxy/x;y2V 2 LA.V / に対し rL WD .L!1

xy /x;y2V; x 6Dy " .0; 1! (0!1 WD
1) とおくと rL 2 RN.V /. また r D .rxy/x;y2V; x 6Dy 2 RN.V / に対し Lr D
.Lxy/x;y2V 2 RV $V を x 6D y のとき Lxy WD r!1

xy , x D y のとき Lxx WD
# P

´2V n¹xº r!1
x´ (1!1 WD 0)により定めると Lr 2 LA.V /.さらに LA.V / 3 L 7!

rL 2 RN.V /と RN.V / 3 r 7! Lr 2 LA.V /は互いに逆の全単射である．

証明. (1) L D .Lxy/x;y2V 2 LA.V /とし，u 2 RV とする．(LA1)と Lの対称性
より任意の x 2 V に対しP

y2V Lxy D P
y2V Lyx D 0であるので，(LA2)より

EL.u; u/ D #
X

x;y2V

Lxyu.x/u.y/ D 1

2

X
x;y2V

Lxy.u.x/ # u.y//2 ' 0: (2.10)

すると EL は RV 上の非負定値対称双線型形式となるので，EL.u; u/ D 0とする
と (2.7)により hLu; LuiV D EL.#Lu; u/ D 0,従って Lu D 0となり，(LA1)より
u 2 R1V .逆に u 2 R1V のとき Lu D 0より EL.u; u/ D hu; #LuiV D 0.さらに
任意の x; y 2 V に対し j.uC ^ 1/.x/ # .uC ^ 1/.y/j & ju.x/ # u.y/jであるので，
(2.10)より EL.uC ^ 1; uC ^ 1/ & EL.u; u/.以上から EL 2 RF.V /.また明らかに
LEL

D .#EL.1x ; 1y//x;y2V D Lであり，特に LA.V / 3 L 7! EL 2 RF.V /は単射
である．
次に E 2 RF.V /とし，LE D .#E.1x ; 1y//x;y2V DW .Lxy/x;y2V とおく．明ら

かに E D ELE であるので，前段落を考慮すると LE 2 LA.V /を示せば (1)の証
明が完了する．E の対称性から LE は対称である．u 2 R1V ならば (RF1)fin より
E.u; u/ D 0,従って (2.7)より hLEu; LEuiV D #E.LEu; u/ D 0となり，よって
LEu D 0.逆に u 2 RV , LEu D 0ならば E.u; u/ D hu; #LEuiV D 0となり (RF1)fin
より u 2 R1V .次に (LA2)を示すために x; y 2 V , x 6D y とする．" 2 .0; 1/とし
u WD 1x # "1y 2 RV とおくと，uC ^ 1 D 1x であるので (RF2)fin により

#Lxx C 2"Lxy # "2Lyy D E.u; u/ ' E.uC ^ 1; uC ^ 1/ D #Lxx ;
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従ってLxy ' ."=2/Lyy となり，" 2 .0; 1/は任意であるのでLxy ' 0.よってLE
が (LA2)を満たすことが分かり，LE 2 LA.V /.
(2) L D .Lxy/x;y2V 2 LA.V /とする．Lは対称なので rL D .L!1

xy /x;y2V; x 6Dy DW
.rxy/x;y2V; x 6Dy は (RN1)を満たす．(RN2)を示すために，x 2 V とし

V x
L WD ¹xº [

²
y 2 V

ˇ̌
ˇ̌ n 2 Nと ¹xkºn

kD0 " V が存在して，x0 D x, xn D y,かつ
任意のk 2 ¹1; : : : ; nºに対しxk!1 6D xkかつ rxk!1xk

< 1

³

(2.11)
とおく．すると V x

L の定義 (2.11)から y 2 V x
L , ´ 2 V n V x

L に対し ry´ D r´y D 1,
すなわち Ly´ D L´y D 0でなければならず，このとき L1V D 0より L1V x

L
D 0

が得られる．従って (LA1)より 1V x
L

2 R1V であり，1V x
L

.x/ D 1より 1V x
L

D 1V ,
すなわち V x

L D V . これは (RN2)を意味し，よって rL 2 RN.V /が従う．
逆に r D .rxy/x;y2V; x 6Dy 2 RN.V /とし Lr D .Lxy/x;y2V 2 RV $V を主張の

ように定める．Lr はその定義より (LA2)と Lr1V D 0を満たし，(RN1)より対
称である．次に u 2 RV は Lru D 0を満たすとし，u 2 R1V を示すために x 2 V
を u.x/ D max´2V u.´/となるように取る．y 2 V n ¹xºとし，(RN2)のように
n 2 Nと ¹xkºn

kD0 " V を取る．このとき u.x0/ D u.x/ D max´2V u.´/に注意し，
k 2 ¹1; : : : ; nº, u.xk!1/ D max´2V u.´/と仮定すると，rxk!1xk

2 .0; 1/であり

0 D .Lru/.xk!1/ D
X

´2V n¹xk!1º
r!1

xk!1´.u.´/ # u.xk!1// & u.xk/ # u.xk!1/

rxk!1xk

& 0

なので u.xk/ D u.xk!1/ D max´2V u.´/.従って k についての数学的帰納法によ
り u.y/ D u.xn/ D u.x/となり，y 2 V n ¹xºは任意なので u D u.x/1V 2 R1V .
よって Lr 2 LA.V /である．
最後に，容易に確認できるように任意の L 2 LA.V /に対し LrL

D L,また
任意の r 2 RN.V /に対し rLr D r であるので，LA.V / 3 L 7! rL 2 RN.V /と
RN.V / 3 r 7! Lr 2 LA.V /は互いに逆の全単射である．

注意 2.6. V を空でない有限集合，E 2 RF.V /とし，L D .Lxy/x;y2V WD LE 2
LA.V /, r D .rxy/x;y2V; x 6Dy WD rLE 2 RN.V /をそれぞれ命題 2.5の意味で E に対
応する V 上の Laplacian及び抵抗網構造とする．このとき x; y 2 V , x 6D y に対
し，rxy < 1なら xと yは抵抗値 rxy の抵抗器により接続されており，rxy D 1
なら xと yは抵抗器により直接接続されてはいないと考えることにより，V には
抵抗器のネットワーク構造が備わっていると見なすことができる．このとき (2.10)
より u 2 RV に対し

E.u; u/ D 1

2

X
x;y2V; x 6Dy

rxy<1

.u.x/ # u.y//2

rxy
(2.12)

であるが，(2.12)の右辺は
「抵抗網 .V; r/に電位 u D .u.x//x2V を与えたときの V 上での総消費電力」
に他ならない．RF.V /の元を V 上の抵抗形式と呼ぶのはこのことに由来する．
次に，抵抗形式の部分集合への「制限」について考察する．

補題 2.7. V を有限集合とし，U ¤ V , U 6D ;とする．L 2 LA.V /とし，T D
TU 2 RU $U , J D JU 2 R.V nU /$U , X D XU 2 R.V nU /$.V nU / を，Lの U , U n V
の各成分への分割

L D
%

T J "

J X

&
D

%
TU J "

U
JU XU

&
(2.13)
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により定める．このとき X は負定値対称行列であり，また任意の u 2 RV に対し

EL.u; u/ D EX .ujV nU C X!1J.ujU /; ujV nU C X!1J.ujU //

C ET !J "X!1J .ujU ; ujU /: (2.14)

証明. Lは対称なので，(2.13)より X も対称である．v 2 RV nU とし， Qv 2 RV

を QvjV nU WD v, QvjU WD 0により定めると，EX .v; v/ D EL. Qv; Qv/ ' 0なので EX は
非負定値であり，さらに EX .v; v/ D 0ならば (RF1)fin より Qv 2 R1V となるので
QvjU D 0 (U 6D ;)により Qv D 0,よって v D 0である．すなわち EX は正定値であ
り，従って X は負定値である（ので X!1 が存在する）．最後に u 2 RV に対し

EX .ujV nU C X!1J.ujU /; ujV nU C X!1J.ujU //

D hujV nU C X!1J.ujU /; #X.ujV nU / # J.ujU /iV nU

D hujV nU ; #X.ujV nU /iV nU C 2hujV nU ; #J.ujU /iV nU C hujU ; #J "X!1J.ujU /iU

D EL.u; u/ C hujU ; T .ujU /iU C hujU ; #J "X!1J.ujU /iU

D EL.u; u/ # ET !J "X!1J .ujU ; ujU /

となるので，(2.14)を得る．

定理 2.8. V を有限集合とし，U ¤ V , U 6D ;とする．L 2 LA.V /とし，T 2
RU $U , J 2 R.V nU /$U , X 2 R.V nU /$.V nU / を (2.13) で定める．u 2 RU とし，
hU .u/ D hL

U .u/ 2 RV を hU .u/jU WD u, hU .u/jV nU WD #X!1J uで定める．
(1) hU .u/は最小値 minv2RV ; vjU Du EL.v; v/を達成する唯 1つの v 2 RV である．
(2) ŒL!U WD T # J "X!1J とおくと ŒL!U 2 LA.U /であり

EŒL"U .u; u/ D EL.hU .u/; hU .u// D min
v2RV ; vjU Du

EL.v; v/: (2.15)

証明. v 2 RV , vjU D uとすると補題 2.7よりX は負定値であるので，(2.14)から

EL.v; v/ D EX .vjV nU C X!1J u; vjV nU C X!1J u/ C EŒL"U .u; u/ ' EŒL"U .u; u/

であり，さらに上の不等式における等号成立は vjV nU D #X!1J u D hU .u/jV nU ,
すなわち v D hU .u/と同値である．これで (1)と (2.15)が示せた．
次に EŒL"U 2 RF.U /を示そう．Lの対称性と (2.13)から ŒL!U は対称であり，

(2.15)より EŒL"U は対称で非負定値である．さらに (2.15)により，EŒL"U .1U ; 1U / D
0であり，また u 2 RU , EŒL"U .u; u/ D 0とすると EL.hU .u/; hU .u// D 0なので
(RF1)fin より hU .u/ 2 R1V ,従って u D hU .u/jU 2 R1U である．最後に u 2 RU

に対し，.hU .u/C ^ 1/jU D uC ^ 1であるので (2.15)と (RF2)fin により

EŒL"U .u; u/ ' EL.hU .u/C ^ 1; hU .u/C ^ 1/

' min
v2RV ; vjU DuC^1

EL.v; v/ D EŒL"U .uC ^ 1; uC ^ 1/:

従って EŒL"U 2 RF.U /であるので，命題 2.5-(1)より ŒL!U D LEŒL!U
2 LA.U /.

注意 2.9. 定理 2.8の状況を仮定する．
(1) hU .u/はその定義から，Lに関する V n U 上での Laplace方程式の Dirichlet
境界値問題 ´

LvjV nU D 0

vjU D u
(2.16)
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の唯 1つの解 v 2 RV である．LvjV nU D 0は vが「Lに関して V n U 上で調和」
であることを意味しており，このことから hU .u/を u 2 RU の「Lに関する（あ
るいは ELに関する）V 上への調和拡張 (harmonic extension)」と呼ぶことがある．

(2.16)の一意解 hU .u/が定理 2.8-(1)の最小値を達成する唯 1つの v 2 RV に
もなっていることに注意されたい．つまり，Lに対応する双線型形式 EL の最小
化問題 minv2RV ; vjU Du EL.v; v/の解を求めることは，Lに関する Laplace方程式
の Dirichlet境界値問題 (2.16)の解を求めることと同値なのである．同様の事実は
Euclid空間 Rd 上の通常の Laplacian（あるいはより一般に楕円型偏微分作用素）
に対してはよく知られたことであるが，定理 2.8はその「離散版」である．
(2)定理 2.8-(2)の ŒL!U が

「L 2 LA.V /の U ¤ V への抵抗網としての制限」

を表している．この意味を説明するために，v WD hU .u/に対する等式LvjV nU D 0
を「電気回路」的に解釈してみる．r D .rxy/x;y2V; x 6Dy WD rL 2 RN.V /とおくと
き，.Lv/.x/を r を用いて書き換えると

.Lv/.x/ D
X

y2V n¹xº; rxy<1

v.y/ # v.x/

rxy
(2.17)

となるが，vを V の各点における電位と解釈すれば，(2.17)の右辺は電位 vの下
での「x における総流入電流量と総流出電流量の差」を表していることになる．
従って LvjV nU D 0とは

「各 x 2 V n U において総流入電流量と総流出電流量が釣り合っている」，

言い換えると

「各 x 2 V n U において電流の外部からの流入・外部への流出が起きていない」

ということを表している．中学・高等学校の理科で学んだのは，このような状況
で回路の総消費電力を求めるためには，V n U の点を「ないもの」と見なして U
における「合成抵抗」を求め，その「合成抵抗」と U の各点の電位 u D vjU か
ら通常の方法で総消費電力を計算すればよい，ということであった．定理 2.8-(2)
の EŒL"U .u; u/がまさにこの「合成抵抗を用いた総消費電力の計算」であり，対応
する U 上の Laplacian ŒL!U が「合成抵抗」を表している．つまり ŒL!U は

「抵抗網 Lにおいて V n U の点を『ないもの』と見なした『合成抵抗』網」

を表しており，この意味で ŒL!U は「LのU ¤ V への抵抗網としての自然な制限」
と考えられるのである．

「調和拡張作用素」hU D hL
U W RU ! RV と「制限」ŒL!U についてはさら

に次が成り立つ．空でない有限集合 V と L 2 LA.V /に対し hV D hL
V WD idRV ,

ŒL!V WD Lと定める．このとき定理 2.8の結論は全て U D V の場合も含めて成り
立つことに注意する．

命題 2.10. V を有限集合，U; W は V の部分集合で ; 6D W " U を満たすとし，
L 2 LA.V /とする．このとき ŒŒL!U !W D ŒL!W かつ hL

U ı h
ŒL"U
W D hL

W .特に任意
の w 2 RW に対し h

ŒL"U
W .w/ D hL

W .w/jU .
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証明. w 2 RW とする．hL
W .w/jW D hL

U ı h
ŒL"U
W .w/jW D wであるので (2.15)より

EŒL"W .w; w/ D EL

!
hL

W .w/; hL
W .w/

"

' min
v2RV ; vjU DhL

W .w/jU
EL.v; v/ D EŒL"U

!
hL

W .w/jU ; hL
W .w/jU

"

' min
u2RU ; ujW Dw

EŒL"U .u; u/ D EŒŒL"U "W .w; w/ D EŒL"U

!
h

ŒL"U
W .w/; h

ŒL"U
W .w/

"

D EL

!
hL

U ı h
ŒL"U
W .w/; hL

U ı h
ŒL"U
W .w/

"
' min

v2RV ; vjW Dw
EL.v; v/ D EŒL"W .w; w/:

よって上記の計算中の各辺は全て等しく，そこで定理 2.8-(1)の hL
W .w/の一意性

の主張から hL
U ı h

ŒL"U
W .w/ D hL

W .w/ すなわち hL
U ı h

ŒL"U
W D hL

W が得られ，特
にこの等式の両辺の U への制限を考えることにより h

ŒL"U
W .w/ D hL

W .w/jU が従
う．また EŒŒL"U "W .w; w/ D EŒL"W .w; w/ と EŒŒL"U "W ; EŒL"W の対称双線型性から
EŒŒL"U "W D EŒL"W となり，従って ŒŒL!U !W D LEŒŒL!U !W

D LEŒL!W
D ŒL!W .

演習 2.1 (直列回路の合成抵抗). (1) V D ¹q0; q1; q2º を #V D 3 を満たす集合，
R1; R2 2 .0; 1/とし，L D .Lxy/x;y2V 2 LA.V /をLq0q1

WD R!1
1 , Lq1q2

WD R!1
2 ,

Lq0q2
WD 0で定めるとき，ŒL!¹q0;q2º D .R1 C R2/!1

! !1 1
1 !1

"
であることを示せ．

(2) n 2 N, V D ¹q0; q1; : : : ; qnºを #V D n C 1を満たす集合，¹Rj ºn
j D1 " .0; 1/

とし，L D .Lxy/x;y2V 2 LA.V /を

Lqj qk
WD

´
R!1

j _k .jj # kj D 1/;

0 .jj # kj ' 2/;
j; k 2 ¹0; 1; : : : ; nº; j 6D k

により定める．このとき ŒL!¹q0;qnº D
!Pn

j D1 Rj

"!1! !1 1
1 !1

"
であることを示せ．

✉
q0

✉
q1

R!1
1 ✉

q2

R!1
2 ✉

qn!1

✉
qn

R!1
n$ $ $

.V; L/

✉
q0

✉
qn

!Pn
j D1 Rj

"!1

.¹q0; qnº; ŒL!¹q0;qnº/

図 2.1: 直列回路の合成抵抗（演習 2.1）

以下に L 2 LA.V /に関する調和関数の基本性質を挙げる．注意 2.9-(1)同様，
これらの事実も Rd 上の通常の Laplacianに対してはよく知られたものである．
定理 2.11 (強最大値の原理). V を有限集合とし，U ¤ V , U 6D ;とする．L D
.Lxy/x;y2V 2 LA.V /, x 2 V n U とし，W x

L " V n U , U x
L " U を次で定める：

W x
L WD ¹xº [

²
y 2 V n U

ˇ̌
ˇ̌ n 2 Nと ¹xkºn

kD0 " V n U が存在して，x0 D x,
xn D y,任意の k 2 ¹1; : : : ; nºに対しLxk!1xk

> 0

³
;

U x
L WD ¹y 2 U jある ´ 2 W x

L に対し Ly´ > 0º: (2.18)

(1) U x
L 6D ;であり，任意の y 2 W x

L に対し ¹´ 2 V j Ly´ > 0º " W x
L [ U x

L .
(2) u 2 RW x

L [U x
L とし，(1)より .Lu/.y/ D P

´2V; Ly´>0 Ly´.u.´/ # u.y//が y 2
W x

L に対し自然に定義されることに注意して LujW x
L

D 0と仮定する．このとき
min

q2U x
L

u.q/ & min
q2W x

L

u.q/ & max
q2W x

L

u.q/ & max
q2U x

L

u.q/: (2.19)

さらに，maxq2W x
L

u.q/ D maxq2U x
L

u.q/またはminq2W x
L

u.q/ D minq2U x
L

u.q/で
あるためには u 2 R1W x

L [U x
L
であることが必要十分である．
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証明. まずW x
L の定義から容易に分かるように，y; ´ 2 V n U に対し ´ 2 W

y
L の

とき y (.V nU;L/ ´と定めると (.V nU;L/ は V n U 上の同値関係であることを注意
しておく．特に y 2 V n U に対しW

y
L は (.V nU;L/ に関する y の同値類であるの

で，W x
L \ W

y
L 6D ;ならばW x

L D W
y

L であり，従ってまた U x
L D U

y
L である．

(1) y 2 U を取る．(RN2)より n 2 Nと ¹xkºn
kD0 " V が存在して x0 D x, xn D y

かつ任意の k 2 ¹1; : : : ; nºに対し Lxk!1xk
> 0. l WD min¹k 2 ¹1; : : : ; nº j xk 2 U º

とおくと ¹xkºl!1
kD0 " V n U , xl 2 U であるので ¹xkºl!1

kD0 " W x
L , xl 2 U x

L 6D ;.
次にy 2 W x

L とし´ 2 V , Ly´ > 0とすると (2.18)により，́ 2 U ならば´ 2 U x
L

であり，́ 2 V nU ならば´ 2 W
y

L D W x
L となるので ¹´ 2 V j Ly´ > 0º " W x

L [U x
L .

(2) u 2 R1W x
L [U x

L
ならば (2.19) の 4 辺は全て等しい．また，maxq2W x

L
u.q/ <

maxq2W x
L [U x

L
u.q/ ならば maxq2W x

L
u.q/ < maxq2W x

L [U x
L

u.q/ D maxq2U x
L

u.q/.
あとは maxq2W x

L
u.q/ D maxq2W x

L [U x
L

u.q/ と仮定し u 2 R1W x
L [U x

L
を導けば，

maxq2W x
L

u.q/ & maxq2U x
L

u.q/及びこの等号の成立が u 2 R1W x
L [U x

L
の場合に限

ることが分かり，minq2U x
L

u.q/ & minq2W x
L

u.q/に対する同様の議論と合わせて
証明が完了する．そこで maxq2W x

L
u.q/ D maxq2W x

L [U x
L

u.q/と仮定し，u.x"/ D
maxq2W x

L [U x
L

u.q/ を満たす x" 2 W x
L を取る．このとき W x"

L D W x
L なので，

y 2 .W x
L [ U x

L / n ¹x"ºとすると，n 2 Nと ¹xkºn!1
kD0 " V n U が存在して，x0 D

x", かつ xn WD y とおくと任意の k 2 ¹1; : : : ; nº に対し Lxk!1xk
> 0. u.x0/ D

u.x"/ D maxq2W x
L [U x

L
u.q/に注意して，k 2 ¹1; : : : ; nºとし xk!1 2 W x

L [ U x
L か

つ u.xk!1/ D u.x"/と仮定すると，xk!1 2 V n U より xk!1 2 W x
L であり，する

と (1)より xk 2 ¹´ 2 V j Lxk!1´ > 0º " W x
L [ U x

L であるので

0 D .Lu/.xk!1/ D
X

´2V; Lxk!1´>0
Lxk!1´.u.´/ # u.xk!1//

& Lxk!1xk
.u.xk/ # u.x"// & 0

となり，よって u.xk/ D u.x"/. 従って k に関する数学的帰納法により u.y/ D
u.xn/ D u.x"/となり，y 2 .W x

L [ U x
L / n ¹x"ºは任意なので u 2 R1W x

L [U x
L

.

系 2.12 (楕円型 Harnack 不等式). V を有限集合とし，U ¤ V , U 6D ; とする．
L D .Lxy/x;y2V 2 LA.V /, x 2 V n U としW x

L ; U x
L を (2.18)で定める．このとき

c 2 .0; 1/が存在して，u ' 0とLujW x
L

D 0を満たす任意の u 2 RW x
L [U x

L に対し

c max
q2W x

L [U x
L

u.q/ & min
q2W x

L

u.q/: (2.20)

証明. A WD
®
u 2 RW x

L [U x
L

ˇ̌
u ' 0, LujW x

L
D 0, maxq2W x

L [U x
L

u.q/ D 1
¯
とおく．

1W x
L [U x

L
2 A より A 6D ; であり，定理 2.11 より minq2W x

L
u.q/ > 0 が任意の

u 2 Aに対して成り立つ．そこで c WD inf
®
minq2W x

L
u.q/

ˇ̌
u 2 A

¯
とおくと，A

は RW x
L [U x

L の空でないコンパクト部分集合で A 3 u 7! minq2W x
L

u.q/ 2 R は
連続なので c D min

®
minq2W x

L
u.q/

ˇ̌
u 2 A

¯
2 .0; 1/となり，すると u ' 0と

LujW x
L

D 0を満たす u 2 RW x
L [U x

L に対し c の定義より容易に (2.20)を得る．

次に定義する有効抵抗距離の概念は抵抗形式の理論の根幹に位置しており，極
めて重要である．

定義 2.13 (有限集合上の有効抵抗距離). V を空でない有限集合，L 2 LA.V /とす
る．RL W V % V ! Œ0; 1/を

RL.x; y/ WD
!
min¹EL.u; u/ j u 2 RV , u.x/ D 1, u.y/ D 0º

"!1 (2.21)
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D max
² ju.x/ # u.y/j2

EL.u; u/

ˇ̌
ˇ̌ u 2 RV n R1V

³
(2.22)

（ただしmin ; WD 1, 1!1 WD 0, max ; WD 0）で定める．RLを Lに対応する有効
抵抗距離 (effective resistance metric,あるいは単に resistance metric)という．

x D y のときは (2.21), (2.22)の右辺は明らかに共に 0となる．x 6D y のとき，
(2.21)の最小値が存在して正であることは定理 2.8から分かり，(2.22)の最大値が
存在して (2.21)の右辺に等しいことは，u 2 RV nR1V に対し u.x/ 6D u.y/ならば

ju.x/ # u.y/j2
EL.u; u/

D EL

%
u # u.y/

u.x/ # u.y/
;

u # u.y/

u.x/ # u.y/

&!1

& RL.x; y/ (2.23)

であり，さらに (2.21)の最小値を達成する u 2 RV に対して (2.23)の不等式で等
号が成立することから分かる．すると特に (2.22)から次の不等式が得られる．

命題 2.14. V を空でない有限集合，L 2 LA.V /とするとき，任意の u 2 RV と任
意の x; y 2 V に対し

ju.x/ # u.y/j2 & RL.x; y/EL.u; u/: (2.24)

注意 2.15. x; y 2 V , x 6D yのとき，定理 2.8-(2)から次が成り立つことが分かる：

ŒL!¹x;yº D 1

RL.x; y/

%
#1 1
1 #1

&
: (2.25)

注意 2.9-(2)によれば ŒL!¹x;yºは「.V; L/を 2点 x; y間の単一の抵抗器と見なした
『合成抵抗』網」を表していると解釈することができるが，(2.25)はその「合成抵
抗」網が 2点 x; y を抵抗値 RL.x; y/の抵抗器で接続して得られる抵抗網である
ことを示している．RL.x; y/を「有効抵抗」と呼ぶのはこの解釈に基づいている．

その名称が示唆する通り，有効抵抗距離RLは実は距離関数になっている．さ
らに RL によって Laplacian Lは一意的に定まる．これを次に定理として述べる．

定理 2.16. V を空でない有限集合とする．
(1) L 2 LA.V /とするとき，RL は V 上の距離関数である．
(2) L1; L2 2 LA.V /が RL1

D RL2
を満たすならば L1 D L2 である．

定理 2.16の証明の前に，定理 2.16-(2)の重要な系を 1つ述べておく．

定義 2.17. k D 1; 2に対しVkを空でない有限集合，Lk 2 LA.Vk/とする．V1 " V2

かつ L1 D ŒL2!V1
であるとき ¹.V1; L1/; .V2; L2/ºは適合している (compatible)と

いい，この性質が成り立つことを .V1; L1/ & .V2; L2/と書き表す．

系 2.18. k D 1; 2に対し Vk を空でない有限集合，Lk 2 LA.Vk/とする．このと
き，.V1; L1/ & .V2; L2/であるためには V1 " V2かつRL1

D RL2
jV1$V1

であるこ
とが必要十分である．

証明. .V1; L1/ & .V2; L2/ ならば，V1 " V2 であり，また x 6D y なる任意の
x; y 2 V1 に対し命題 2.10より ŒL1!¹x;yº D ŒŒL2!V1

!¹x;yº D ŒL2!¹x;yº,従って (2.25)
より RL1

.x; y/ D RL2
.x; y/となるので RL1

D RL2
jV1$V1

である．
逆に V1 " V2 かつ RL1

D RL2
jV1$V1

ならば，前段落の結果から RŒL2"V1
D

RL2
jV1$V1

であるので RL1
D RŒL2"V1

となり，従って定理 2.16-(2) より L1 D
ŒL2!V1

,すなわち .V1; L1/ & .V2; L2/である．
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以下，本節の残りで定理 2.16の証明を与える．系 2.18の必要性の主張は，上
で（定理 2.8の結果及び）命題 2.10と (2.25)のみを用いて証明され，従って定理
2.16には依存していないので定理 2.16の証明の中で用いてもよいことに注意する．
定理 2.16の証明のために補題を 2つ準備する．初めの補題は有効抵抗距離の

計算や有限集合上の Laplacianの適合性の証明に頻繁に用いられる．
補題 2.19 ($-Y変換 ($-Y transform)). V D ¹q0; q1; q2; q3ºを #V D 4であるような
集合，U WD ¹q1; q2; q3ºとし，L# D .Lxy/x;y2U 2 LA.U /はLq1q2

; Lq2q3
; Lq3q1

2
.0; 1/を満たすとする．このとき，L" WD Lq3q1

Lq1q2
CLq1q2

Lq2q3
CLq2q3

Lq3q1
,

LLq0qj
WD L"

Lqkql

; LLqkql
WD 0; j 2 ¹1; 2; 3º; ¹k; lº D ¹1; 2; 3º n ¹j º (2.26)

によりLY WD . LLxy/x;y2V 2 LA.V /を定めると，L# D ŒLY!U（下の図 2.2参照）．

✉q1

✉
q2

✉
q3

Lq1q2

Lq2q3

Lq3q1

.U; L#/

✉
q0

✉q1

✉
q2

✉
q3

LLq0q1

LLq0q2
LLq0q3

.V; LY/

図 2.2: $-Y変換（補題 2.19）

演習 2.2. 補題 2.19を示せ．

演習 2.3. V1 D ¹q1; q2; q3; p1; p2; p3ºを #V1 D 6を満たす集合，V0 WD ¹q1; q2; q3º
とし，L0 D .L0

xy/x;y2V0
2 LA.V0/及び L1 D .L1

xy/x;y2V1
2 LA.V1/を

L0
qj qk

WD 3

5
; L1

qj pk
WD L1

pj pk
WD 1; L1

qj pj
WD L1

qj qk
WD 0; j; k 2 ¹1; 2; 3º; j 6D k

により定める（下の図 2.3参照）．このとき ŒL1!V0
D L0 であることを補題 2.19

を用いて示せ．

✉q1

✉
q2

✉
q3

3

5

3

5

3

5

.V0; L0/

✉q1

✉
q2

✉
q3

✉
p1

✉p2✉p3

1 1

1

1 1 1 1

1 1

.V1; L1/

図 2.3: 演習 2.3の図
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補題 2.20. V を空でない有限集合，L 2 LA.V /, ´ 2 V とし，gL
´ W V % V ! Rを

gL
´ .x; y/ WD RL.x; ´/ C RL.y; ´/ # RL.x; y/

2
; x; y 2 V (2.27)

で定める．このとき各 x 2 V に対し vx WD gL
´ .x; $/ は vx.´/ D 0 かつ任意の

u 2 RV について EL.u; vx/ D u.x/ # u.´/となるような唯 1つの RV の元であり，
さらに任意の x; y 2 V に対し 0 & gL

´ .x; y/ D gL
´ .y; x/ & gL

´ .x; x/.

注意 2.21. V を #V ' 2であるような有限集合とし，L 2 LA.V /, ´ 2 V とする．
補題 2.20から特に，u 2 RV が u.´/ D 0を満たすならば任意の x 2 V に対し

u.x/ D EL

!
gL

´ .x; $/; u
"

D
˝
gL

´ .x; $/; #Lu
˛
V

D
X

y2V n¹´º gL
´ .x; y/.#Lu/.y/

D
˝
gL

´ .x; $/jV n¹´º; #X¹´º.ujV n¹´º/
˛
V n¹´º (2.28)

（X¹´ºは補題 2.7でU D ¹´ºとして得られるR.V n¹´º/$.V n¹´º/の元）となる．(2.28)
は，Dirichlet 境界条件 u.´/ D 0 の下での Laplacian X¹´º の逆作用素 .#X¹´º/!1

が，gL
´ を積分核とする積分作用素で与えられることを示している．これと同様

に，Euclid空間，Riemann多様体，フラクタル等の空間上で定義された Laplacian
に対し，その Dirichlet境界条件の下での逆作用素は（ほとんどの場合）積分作用
素として表せることが知られており，そのときの積分核は一般にGreen関数と呼
ばれる．(2.28)によれば，gL

´ は「´を境界とする，Laplacian Lに対応する Green
関数」に他ならず，補題 2.20はそれが有効抵抗距離 RLを用いて (2.27)のように
具体的に表示できることを主張している．
補題 2.20の証明. まず (2.22)より RL は対称，すなわち任意の x; y 2 V に対し
RL.x; y/ D RL.y; x/であり，従ってまた gL

´ .x; y/ D gL
´ .y; x/であることを注意

しておく．
x 2 V とする．主張の vx と同じ性質を v1; v2 2 RV が持つとすると，u WD

v1 # v2として EL.v1 # v2; v1 # v2/ D EL.u; v1/ # EL.u; v2/ D 0なので (RF1)finよ
り v1 # v2 2 R1V となり，これと v1.´/ # v2.´/ D 0から v1 D v2 が従う．
明らかに vx.´/ D 0 & RL.x; ´/ D vx.x/である．x D ´のときはRLの対称性

より v´ D gL
´ .´; $/ D 0であり，この関数は v´.´/ D 0かつ任意の u 2 RV に対し

EL.u; v´/ D u.´/ # u.´/ .D 0/を満たす．そこで以下 x 6D ´と仮定する．初めに
0 & vxjV n¹x;´º & vx.x/, LvxjV n¹x;´º D 0であることを示そう．注意 2.9-(1)より後
者は vx D hL

¹x;´º.vxj¹x;´º/と同値であり，また y 2 V n ¹x; ´ºに対し命題 2.10より

hL
¹x;´º.vxj¹x;´º/.y/ D

!
hL

¹x;y;´º ı h
ŒL"¹x;y;´º
¹x;´º .vxj¹x;´º/

"
.y/ D h

ŒL"¹x;y;´º
¹x;´º .vxj¹x;´º/.y/

であるので，y 2 V n¹x; ´ºとし 0 & vx.y/ & vx.x/, vx.y/ D h
ŒL"¹x;y;´º
¹x;´º .vxj¹x;´º/.y/

を示せばよい．後者は再び注意 2.9-(1)により
!
ŒL!¹x;y;´º.vxj¹x;y;´º/

"
.y/ D 0と同

値であるので，U WD ¹x; y; ´º, L# D .Lx0y0/x0;y02U WD ŒL!U , v WD vxjU として
0 & v.y/ & v.x/, .L#v/.y/ D 0を示せばよいことになる．
まず Lxy ; Ly´; L´x 2 .0; 1/と仮定する．U に属さない元 q を 1つ取り，補

題 2.19にある通り LY WD . LLx0y0/x0;y02¹qº[U 2 LA.¹qº [ U /を L" WD L´xLxy C
LxyLy´ C Ly´L´x と (2.26) で定める．系 2.18 の必要性の主張から RLjU $U D
RL"

D RLY jU $U であり，.¹qº[U; LY/の構造（図 2.2右）から容易にRLY.x; y/ D
LL!1

qx C LL!1
qy , RLY.y; ´/ D LL!1

qy C LL!1
q´ , RLY.´; x/ D LL!1

q´ C LL!1
qx を得る．すなわち

RL.x; y/ D Ly´ C L´x

L"
; RL.y; ´/ D L´x C Lxy

L"
; RL.´; x/ D Lxy C Ly´

L"
:

(2.29)
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すると (2.27), (2.29)より v.´/ D 0 <
Lxy

L" D v.y/ <
LxyCLy´

L" D RL.x; ´/ D v.x/

となり，これより .L#v/.y/ D Lxy.v.x/ # v.y// C Ly´.v.´/ # v.y// D 0を得る．
次にLxy ; Ly´; L´x 2 .0; 1/が不成立の場合を考える．このときL# 2 LA.U /

より Lxy ; Ly´; L´x のうち 1つは 0で他の 2つは正である．v.´/ D 0に注意する．
Lxy D 0 のときは v.x/ D RL.x; ´/ D L!1

´x , RL.y; ´/ D L!1
y´ , RL.x; y/ D

L!1
y´ C L!1

´x , v.y/ D 0 D v.´/ < v.x/となり，.L#v/.y/ D Ly´.v.´/ # v.y// D 0.
Ly´ D 0のときは v.x/ D RL.x; ´/ D L!1

´x , RL.y; ´/ D L!1
´x CL!1

xy , RL.x; y/ D
L!1

xy , v.y/ D L!1
´x D v.x/ > 0となり，.L#v/.y/ D Lxy.v.x/ # v.y// D 0.

L´x D 0のときは v.x/ D RL.x; ´/ D L!1
xy CL!1

y´ , RL.y; ´/ D L!1
y´ , RL.x; y/ D

L!1
xy , v.y/ D L!1

y´ となり，.L#v/.y/ D Lxy.v.x/ # v.y// C Ly´.v.´/ # v.y// D 0,
また 0 < v.y/ < v.x/.
以上で 0 & v.y/ & v.x/, .L#v/.y/ D 0 が分かり，0 & vxjV n¹x;´º & vx.x/,

LvxjV n¹x;´º D 0であることが示せた．前者は 0 & gL
´ .x; y/ & gL

´ .x; x/が任意の
y 2 V に対して成り立つことを意味している．今 u 2 RV に対し

EL.u; vx/ D hu; #LvxiV D
˝
hL

¹x;´º.uj¹x;´º/; #Lvx

˛
V

D EL

!
hL

¹x;´º.uj¹x;´º/; vx

"

D EL

!
hL

¹x;´º.uj¹x;´º/; hL
¹x;´º.vxj¹x;´º/

"
D EŒL"¹x;´º.uj¹x;´º; vxj¹x;´º/

D RL.x; ´/!1.u.x/ # u.´//.vx.x/ # vx.´// D u.x/ # u.´/:

ただし 2つ目の等号に LvxjV n¹x;´º D 0を，4つ目の等号に vx D hL
¹x;´º.vxj¹x;´º/

を，5つ目の等号に EL; EŒL"¹x;´º の対称双線型性，hL
¹x;´º の線型性と (2.15)を，6

つ目の等号に (2.25)を，最後の等号に vx.´/ D 0と vx.x/ D RL.x; ´/を，それぞ
れ用いた．これで vx D gL

´ .x; $/が主張の性質を持つことが示せた．

定理 2.16の証明. (1) (2.22)より x; y 2 V に対し，RL.x; y/ D RL.y; x/であり，
また x D yならRL.x; y/ D 0, x 6D yならRL.x; y/ > 0である．さらに補題 2.20
より x; y; ´ 2 V に対し gL

´ .x; y/ ' 0,すなわち RL.x; y/ & RL.x; ´/ C RL.´; y/.
(2) ´ 2 V を取る．RL1

D RL2
と (2.27) より gL1

´ D gL2
´ であることに注意し，

各 x 2 V n ¹´º に対し vx WD gL1
´ .x; $/ D gL2

´ .x; $/ とおく．このとき ¹1V º [
¹vxºx2V n¹´º " RV は線型独立であり，従ってRV の基底を成す．実際，.ax/x2V 2
RV とし u WD a´1V C P

x2V n¹´º axvx とおくと，y 2 V n ¹´ºと k 2 ¹1; 2ºに対し

ELk
.u; 1y/ D

X
x2V n¹´º

axELk
.vx ; 1y/ D

X
x2V n¹´º

ax.1y.x/ # 1y.´// D ay (2.30)

であり，また u.´/ D a´ であるので，u D 0ならば .ax/x2V D 0である．そこで
今 u 2 RV を任意に取り u D a´1V C P

x2V n¹´º axvx となる .ax/x2V 2 RV を取る
と，y 2 V n ¹´ºに対し (2.30)より EL1

.u; 1y/ D EL2
.u; 1y/であり，さらにこれと

EL1
.u; 1V / D EL2

.u; 1V / D 0より EL1
.u; 1´/ D EL2

.u; 1´/.よって任意の v 2 RV

に対し EL1
.u; v/ D P

x2V v.x/EL1
.u; 1x/ D P

x2V v.x/EL2
.u; 1x/ D EL2

.u; v/で
あるので EL1

D EL2
,従ってまた L1 D LEL1

D LEL2
D L2 となる．

2.2 有限集合上のLaplacianの適合列とその極限
有限集合上の抵抗形式及び Laplacianに関する前節の結果を受けて，本節では有
限集合上の Laplacianの適合列の概念を導入し，その自然な「帰納極限」の基本
性質を調べる．
有限集合上の Laplacianの適合列とその自然な「帰納極限」は次で定義される．
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定義 2.22 (有限集合上の Laplacian の適合列とその極限). 各 m 2 N [ ¹0º に対
し Vm を空でない有限集合，Lm 2 LA.Vm/ とし，S WD ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0º と
おく．任意の m 2 N [ ¹0º に対し .Vm; Lm/ & .VmC1; LmC1/ が成り立つとき，
S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0º は有限集合上の Laplacianの適合列 (compatible sequence)
であるという．さらに S が有限集合上の Laplacianの適合列であるとき，V" WD
V".S/ WD S1

mD0 Vm とし

FS WD ¹u 2 RV" j limm!1 ELm.ujVm ; ujVm/ < 1º; (2.31)
ES.u; v/ WD limm!1 ELm.ujVm ; vjVm/ 2 R; u; v 2 FS ; (2.32)

RS.x; y/ WD RLm.x; y/; m 2 N [ ¹0º; x; y 2 Vm; (2.33)

により FS " RV" , ES W FS % FS ! R, RS W V" % V" ! Œ0; 1/を定める．
ここで任意の u 2 RV" に対し (2.15)より ¹ELm.ujVm ; ujVm/ºm2N[¹0º " Œ0; 1/

は非減少で，従って極限 limm!1 ELm.ujVm ; ujVm/ 2 Œ0; 1!を持つことを (2.31)に
おいて用いた．さらにこのとき (2.8)よりFS はRV" の線型部分空間であり，する
と ELm の対称双線型性により (2.32)の極限の存在が保証され ES もまた非負定値
対称双線型であることに注意する．またm & nなる任意のm; n 2 N[ ¹0ºに対し，
命題 2.10より帰納的に .Vm; Lm/ & .Vn; Ln/であり，従って系 2.18の必要性の主
張から RLn jVm$Vm D RLm であるので，x; y 2 V" に対し RS.x; y/ WD RLm.x; y/
は x; y 2 Vmを満たすm 2 N[¹0ºの取り方に依らずに定まり，さらに定理 2.16-(1)
より RS は V" 上の距離関数である．
以下本節では S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0ºを有限集合上の Laplacianの適合列とす

る．定理 2.8と同様に，Vm上の関数に対してはその「.ES ;FS/に関する V"上へ
の調和拡張」が唯 1つ存在する．すなわち次の命題が成り立つ．
命題 2.23. m 2 N[ ¹0ºとする．u 2 RVm に対し，命題 2.10より n1; n2 2 N[ ¹0º,
m & n1 & n2 ならば h

Ln1

Vm
.u/ D h

Ln2

Vm
.u/

ˇ̌
Vn1
であることに注意して，hVm.u/ D

hS
Vm

.u/ 2 RV" を n ' mなる n 2 N [ ¹0ºに対し hVm.u/jVn WD hLn

Vm
.u/で定める．

このとき各 u 2 RVm に対し，hVm.u/は
vjVm D u かつ n > mなる任意の n 2 Nに対し Ln.vjVn/jVnnVm

D 0 (2.34)

を満たす唯 1つの v 2 RV" であり，かつ最小値 minv2FS ; vjVm Du ES.v; v/を達成
する唯 1つの v 2 FS であって

ELm.u; u/ D ES.hVm.u/; hVm.u// D min
v2FS ; vjVm Du

ES.v; v/: (2.35)

さらに hVm W RVm ! FS は線型写像である．
証明. u 2 RVm とする．hVm.u/が (2.34)を満たす唯 1つの v 2 RV" であること
は注意 2.9-(1)から分かる．また (2.15)から n ' mなる任意の n 2 N[ ¹0ºに対し
ELn.hVm.u/jVn ; hVm.u/jVn/ D ELn

!
hLn

Vm
.u/; hLn

Vm
.u/

"
D EŒLn"Vm

.u; u/ D ELm.u; u/

であるので，これより hVm.u/ 2 FS かつ ES.hVm.u/; hVm.u// D ELm.u; u/. さ
らに v 2 FS が vjVm D u, ES.v; v/ & ELm.u; u/ を満たすならば，n ' m な
る任意の n 2 N [ ¹0º に対し ELm.u; u/ & ELn.vjVn ; vjVn/ & ES.v; v/, 従って
ELn.vjVn ; vjVn/ D ELm.u; u/ D minw2RVn ; wjVm Du ELn.w; w/となり，よって定理
2.8-(1)の一意性の主張から vjVn D hLn

Vm
.u/,すなわち v D hVm.u/を得る．ゆえに

ELm.u; u/ D minv2FS ; vjVm Du ES.v; v/であり，かつこの最小値は v D hVm.u/に
おいてのみ達成される．最後に hVm の線型性は各 hLn

Vm
の線型性から従う．
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有限集合上の Laplacianの場合と同様に，RS は次に述べるように .ES ;FS/か
ら決まる「有効抵抗」として特徴付けられる．定義 2.22と (RF1)finから容易に分
かるように，¹u 2 FS j ES.u; u/ D 0º D R1V" であることを注意しておく．

補題 2.24. 任意の x; y 2 V" に対し

RS.x; y/ D
!
min¹ES.u; u/ j u 2 FS , u.x/ D 1, u.y/ D 0º

"!1 (2.36)

D max
² ju.x/ # u.y/j2

ES.u; u/

ˇ̌
ˇ̌ u 2 FS n R1V"

³
(2.37)

（ただし min ; WD 1, 1!1 WD 0, max ; WD 0）であり，さらに任意の u 2 FS に対
し

ju.x/ # u.y/j2 & RS.x; y/ES.u; u/: (2.38)

証明. x D yのときはどの主張も明らかなので，x 6D yと仮定してよい．x; y 2 Vm

となる m 2 N [ ¹0ºをとると，u.x/ D 1, u.y/ D 0を満たす任意の u 2 FS に
対し ES.u; u/ ' ELm.ujVm ; ujVm/ ' RLm.x; y/!1 D RS.x; y/!1 であり，また
u D hVm ı hLm

¹x;yº
!
1¹x;yº

x

"
のときこの等号が成立するので (2.36)が従う．(2.37)の

最大値が存在して (2.36)の右辺に等しいことは (2.22)と全く同様にして示され，
(2.38)は (2.37)から直ちに分かる．

次に，.ES ;FS/がその構成から自然に有限集合上の抵抗形式と同様の性質を
有し，かつ一種の完備性を持つことを見る．

定理 2.25. (1) ¹u 2 FS j ES.u; u/ D 0º D R1V" であり，.FS=R1V" ; ES/は Hilbert
空間である．
(2) V" の任意の空でない有限部分集合 V に対し ¹ujV j u 2 FSº D RV .
(3)（Markov性）u 2 FS ならば uC ^ 1 2 FS , ES.uC ^ 1; uC ^ 1/ & ES.u; u/.

証明. (2) V を V" の空でない有限部分集合とするとき，m 2 N [ ¹0ºを V " Vm

となるように取ることができ，そこで u 2 RV に対し v WD hVm ı hLm

V .u/とおけ
ば，v 2 FS かつ vjV D

!
hVm ı hLm

V .u/jVm

"
jV D hLm

V .u/jV D uとなり主張が従う．
(3) u 2 FS とすると任意の m 2 N [ ¹0ºに対し (RF2)fin より

ELm.uC ^ 1jVm ; uC ^ 1jVm/ & ELm.ujVm ; ujVm/ & ES.u; u/ < 1

であるので，m ! 1とすることで FS と ES の定義より直ちに主張を得る．
(1) 補題 2.24の前に注意したように，¹u 2 FS j ES.u; u/ D 0º D R1V" は定義
2.22と (RF1)fin から容易に従う．すると u; v 2 FS , ˛; ˇ 2 Rに対し ES.u; v/ D
ES.u C ˛1V" ; v C ˇ1V"/であるので ES.u; v/は u; vの定める FS=R1V" の元だけ
で決まることになり，よって ES を自然に .FS=R1V"/ % .FS=R1V"/上の実数値関
数と見なすことができる．このとき ES が FS=R1V" 上の内積になっていることは
¹u 2 FS j ES.u; u/ D 0º D R1V" から容易に確認できるので，あとはこの内積の
定める距離関数が完備であることを示せばよい．
そこで ¹unºn2N " FS が limk^l!1 ES.uk # ul ; uk # ul / D 0を満たすとする．

´ 2 V" を取る．un の代わりに un # un.´/を考えることにより任意の n 2 Nに対
し un.´/ D 0と仮定してよい．x 2 V" とすると，k; l 2 Nに対し (2.38)より

juk.x/ # ul .x/j2 D j.uk # ul /.x/ # .uk # ul /.´/j2 & RS.x; ´/ES.uk # ul ; uk # ul /

なので limk^l!1 juk.x/#ul .x/j D 0となり，従って極限u.x/ WD limn!1 un.x/ 2
Rが存在する．この u 2 RV" に対し u 2 FS かつ limn!1 ES.u # un; u # un/ D 0
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であることを示そう．" 2 .0; 1/とし，N 2 Nを k ^ l ' N なる任意の k; l 2 N
に対し ES.uk # ul ; uk # ul / & "となるように取る．k; l 2 Nは k ^ l ' N を満た
すとし，m 2 N [ ¹0ºとする．このとき

ELm..uk # ul /jVm ; .uk # ul /jVm/ & ES.uk # ul ; uk # ul / & ": (2.39)

ところが Vm が有限集合であることから，¹unjVmºn2N は RVm において ujVm に
収束し，さらに ELm W RVm % RVm ! Rは連続である．よって (2.39)で l ! 1
とした後 m ! 1とすることで，limm!1 ELm..u # uk/jVm ; .u # uk/jVm/ & "が
k ' N なる任意の k 2 Nに対し成り立つことが分かる．特に u # uN 2 FS ,従っ
てまた u D .u # uN / C uN 2 FS であり，さらに k ' N なる任意の k 2 Nに対
し ES.u # uk ; u # uk/ D limm!1 ELm..u # uk/jVm ; .u # uk/jVm/ & "であるが，
" 2 .0; 1/は任意なので limn!1 ES.u # un; u # un/ D 0が従う．

定理 2.25-(1),(3)は .ES ;FS/が然るべき完備性とMarkov性を有していること
を，定理 2.25-(2)は FS が十分多くの関数を含んでいることを示しており，この
意味で .ES ;FS/は「性質の良い」双線型形式であるといえる．しかしながら，こ
の .ES ;FS/は V" という可算集合上で定義された双線型形式に過ぎず，これでは
自己相似フラクタル（非可算集合！）上に局所的な正則 Dirichlet形式を構成する
という我々の目標のためには不十分である．この困難は，V"の距離関数RS によ
る完備化 KS WD V"

RS を考え，(2.38)と下記の演習 2.4-(1)から各 u 2 FS が KS
上の連続関数に一意的に拡張できることに注意して，FS を自然に RKS の部分空
間と見なすことにより解決する．このとき完備化KS は一般に非可算であり，FS
をRKS の部分空間と考えるときこれはもはや本節の理論の範疇には入らない．こ
のような状況を統一的に取り扱うために，次節では .ES ;FS/と同様の性質を持つ
（可算とは限らない集合上の）非負定値対称双線型形式を抵抗形式として定式化
し，その一般論を展開する．

演習 2.4. .X; #X /; .Y; #Y / は距離空間で .Y; #Y / は完備であるとする．Z " X ,
Z 6D ;とし，f W Z ! Y は（距離関数 #X ; #Y について）一様連続であるとする．
(1) gjZ D f を満たす連続写像 g W Z

X ! Y が唯 1つ存在することを示せ．
(2) gは（距離関数 #X ; #Y について）一様連続であることを示せ．

2.3 一般の抵抗形式と有効抵抗距離
前節で見たように，有限集合上の Laplacianの適合列 S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0º に
対してはその「帰納極限」として V" 上の非負定値対称双線型形式 .ES ;FS/が定
まり，これは定理 2.25で述べた性質を持つ．さらに RS W V" % V" ! Œ0; 1/が
RS jVm$Vm WD RLm , m 2 N[ ¹0ºにより定まり，これは (2.36), (2.37)を満たす．一
般にこれらの性質を満たす非負定値対称双線型形式を抵抗形式と呼ぶ．

定義 2.26 (抵抗形式). K を空でない集合，F を RK の線型部分空間とし，E W
F % F ! Rを F 上の非負定値対称双線型形式とする．.E ;F/が次の 4条件を満
たすとき，.E ;F/はK 上の抵抗形式 (resistance form)であるという：
(RF1) ¹u 2 F j E.u; u/ D 0º D R1K であり，.F=R1K ; E/は Hilbert空間である．
(RF2) x 6D y なる任意の x; y 2 K に対し，u 2 F が存在して u.x/ 6D u.y/.
(RF3)任意の x; y 2 K に対し

RE.x; y/ WD R.E;F/.x; y/ WD sup
² ju.x/ # u.y/j2

E.u; u/

ˇ̌
ˇ̌ u 2 F n R1K

³
< 1: (2.40)
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(RF4)（Markov性）u 2 F ならば uC ^ 1 2 F , E.uC ^ 1; uC ^ 1/ & E.u; u/.
(2.40)で定義される RE D R.E;F/ W K % K ! Œ0; 1/を抵抗形式 .E ;F/の有効

抵抗距離 (effective resistance metric,あるいは単に resistance metric)という．
さらに RF.K/ WD ¹.E ;F/ j .E ;F/はK 上の抵抗形式 ºとおく．

定理 2.25-(1)の証明と同様，上の (RF1)において ¹u 2 F j E.u; u/ D 0º D R1K

であることから E は自然に .F=R1K/ % .F=R1K/上の実数値関数と見なされ，か
つこれが F=R1K 上の内積になっていることに注意されたい．また (RF3)から任
意の u 2 F と任意の x; y 2 K に対し

ju.x/ # u.y/j2 & RE.x; y/E.u; u/: (2.41)

V を空でない有限集合とする．E を定義 2.2の意味での V 上の抵抗形式とす
ると .E ;RV /は定義 2.26の意味での V 上の抵抗形式であることが，有限次元内
積空間が常に Hilbert空間であることと定義 2.13から直ちに従う．逆に定義 2.26
の意味での V 上の抵抗形式 .E ;F/に対し F D RV でなければならないことは次
の補題から分かる．よって有限集合に対しては定義 2.2と定義 2.26は一致する．

補題 2.27. Kを空でない集合とし，F はRK の線型部分空間で定義 2.26の (RF2),
¹uC ^ 1 j u 2 Fº " F ,及び任意の x 2 Kに対し u 2 F が存在して u.x/ 6D 0,を満
たすとする．このときV がKの空でない有限部分集合ならば ¹ujV j u 2 Fº D RV .

証明. #V D 1のときは補題の主張は仮定より明らかである．
#V D 2と仮定し，V D ¹x; yºとする．仮定から u; v; w 2 F を u.x/ D v.y/ D

1, w.x/ 6D w.y/となるように取ることができ，uC ^ 1; vC ^ 1を考えることに
より u.y/; v.x/ 2 Œ0; 1!と仮定してよい．補題の主張を示すためには f .x/ D 1,
f .y/ D 0 を満たす f 2 F が存在することを示せばよく，u.y/ < 1 のときは
.u#u.y/v/.x/ D 1#u.y/v.x/ > 0, .u#u.y/v/.y/ D 0なので f WD u!u.y/v

.u!u.y/v/.x/ と
おき，u.y/ D 1のときは .w#w.y/u/.x/ D w.x/#w.y/ 6D 0, .w#w.y/u/.y/ D 0

なので f WD w!w.y/u
.w!w.y/u/.x/ とおけばよい．これで #V D 2の場合の主張が示せた．

次に #V ' 3と仮定し，x 2 V とする．f jV D 1V
x であるような f 2 F が

存在することを示せばよい．前段落の結果から各 y 2 V n ¹xº に対し uy ; vy 2
F を uy.x/ D vy.y/ D 1, uy.y/ D vy.x/ D 0 となるように取ることができ，
uC

y ^ 1; vC
y ^ 1を考えることで 0 & uy & 1, 0 & vy & 1と仮定してよい．このとき

g WD P
y2V n¹xº uy , h WD P

y2V n¹xº vy とおくと g.x/ D #V # 1, gjV n¹xº & #V # 2,
h.x/ D 0, hjV n¹xº ' 1であるので，f WD .g # .#V # 2/.hC ^ 1//C ^ 1とおけば
f 2 F , f jV D 1V

x となる．以上で補題の主張が示せた．

S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0º を有限集合上の Laplacianの適合列とするとき，補題
2.24と定理 2.25から .ES ;FS/は V".S/ D S1

mD0 Vm 上の抵抗形式であり，補題
2.24よりその有効抵抗距離 RES D R.ES ;FS/ は (2.33)で与えられる RS に等しい．
また，m 2 N[ ¹0ºに対しRES jVm$Vm D RS jVm$Vm D RLm ,すなわちRES の有限
部分集合 Vm への制限は Laplacian Lm 2 LA.Vm/に対応する有効抵抗距離 RLm

に一致する．この状況を踏まえ一般の集合上の有効抵抗距離を次で定義する．

定義 2.28 (有効抵抗距離). Kを空でない集合とし，R W K %K ! Œ0; 1/とする．K
の任意の空でない有限部分集合 V に対しLV 2 LA.V /が存在してRjV $V D RLV

となるとき，R は K 上の有効抵抗距離 (effective resistance metric,あるいは単に
resistance metric)であるという．
さらに RM.K/ WD ¹R j RはK 上の有効抵抗距離 ºとおく．
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Kを空でない集合とし，R 2 RM.K/とする．このとき定理 2.16-(1)からRは
K上の距離関数である．また定理 2.16-(2)により，Kの空でない各有限部分集合 V
に対しRjV $V D RLV

となるLV 2 LA.V /は一意的に定まり，さらに系 2.18によ
り，V1; V2がKの空でない有限部分集合で V1 " V2ならば .V1; LV1

/ & .V2; LV2
/.

空でない有限集合 V に対しては RM.V / D ¹RL j L 2 LA.V /º であること
が，系 2.18の必要性の主張より L 2 LA.V /と V の空でない部分集合 U に対し
RLjU $U D RŒL"U であることから分かる．

S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0ºを有限集合上の Laplacianの適合列とするとき，RES 2
RM.V".S//である．実際，V を V".S/の空でない有限部分集合とすると，m 2
N [ ¹0ºを V " Vmとなるように取ることができ，そこで系 2.18の必要性の主張
より RES jV $V D RS jV $V D .RS jVm$Vm/jV $V D RLm jV $V D RŒLm"V .
実は，一般にKを空でない集合とするとき，K上の抵抗形式 .E ;F/ 2 RF.K/

に対しRE D R.E;F/ 2 RM.K/であり，RF.K/ 3 .E ;F/ 7! R.E;F/ 2 RM.K/は全
単射，かつその逆写像はR 2 RM.K/に ¹ELV

j V はK の空でない有限部分集合 º
（LV は RjV $V D RLV

なる唯 1つの LV 2 LA.V /）の「帰納極限」を対応させ
ることで与えられる．これを以下に系 2.34,定理 2.36として述べる．まず系 2.34
は，定理 2.8,命題 2.23の抵抗形式への一般化である次の定理から得られる．

定理 2.29. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．Y を K の空でない部分
集合とし，RY の線型部分空間 F jY を F jY WD ¹vjY j v 2 Fºで定める．このと
き各 u 2 F jY に対し，最小値minv2F ; vjY Du E.v; v/が存在して唯 1つの hY .u/ D
hE

Y .u/ D h
.E;F/
Y .u/ 2 F により達成され，この hY .u/は

hjY D u かつ vjY D 0なる任意の v 2 F に対し E.h; v/ D 0 (2.42)

を満たす唯 1つの h 2 F である．さらに hY D hE
Y W F jY ! F は線型写像であり，

E jY .u; v/ WD E.hY .u/; hY .v//; u; v 2 F jY (2.43)

により E jY W F jY % F jY ! Rを定めると .E jY ;F jY / 2 RF.Y /, REjY D RE jY $Y .

証明. ´ 2 Y を取って固定する．u 2 F jY としMu WD infv2F ; vjY Du E.v; v/とおく．
明らかにMu 2 Œ0; 1/である．vjY D wjY D uなる v; w 2 F に対し， vCw

2 2 F ,
vCw

2

ˇ̌
Y

D uなので E
!

vCw
2 ; vCw

2

"
' Mu であり，従って

E.v # w; v # w/ D 2E.v; v/ C 2E.w; w/ # E.v C w; v C w/

& 2E.v; v/ C 2E.w; w/ # 4Mu
(2.44)

であることに注意する．さて，各n 2 Nに対し vn 2 Fを vnjY D uかつE.vn; vn/ &
Mu C n!1となるように取ると，(2.44)より k; l 2 Nに対し E.vk # vl ; vk # vl / &
2.k!1 C l!1/,従って limk^l!1 E.vk # vl ; vk # vl / D 0となるので .F=R1K ; E/の
完備性により h 2 F が存在して h.´/ D u.´/かつ limn!1 E.h # vn; h # vn/ D 0.
このとき (2.8)より E.h; h/ D limn!1 E.vn; vn/ D Muであり，また (2.41)より任
意の y 2 Y に対し n 2 Nを任意に取ると

jh.y/ # u.y/j2 D j.h # vn/.y/ # .h # vn/.´/j2

& RE.y; ´/E.h # vn; h # vn/
n!1####! 0

であるので h.y/ D u.y/, すなわち hjY D u を得る．よって Mu D E.h; h/ D
minv2F ; vjY Du E.v; v/である．さらに v 2 F が vjY D u, E.v; v/ D Mu を満たす
とすると (2.44) より E.h # v; h # v/ D 0, 従って (RF1) より h # v 2 R1K とな
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り，hjY D vjY D uより h D v となる．以上で最小値 minv2F ; vjY Du E.v; v/が
hY .u/ WD hによってのみ達成されることが示せた．

v 2 F が vjY D 0を満たすとすると，任意の t 2 Rに対し hY .u/ C tv 2 F ,
.hY .u/ C tv/jY D uなので E.hY .u/ C tv; hY .u/ C tv/ ' E.hY .u/; hY .u//,従っ
て 2tE.hY .u/; v/ C t2E.v; v/ ' 0となり，特に任意の " 2 .0; 1/に対し t D ˙2"
とすれば jE.hY .u/; v/j & "E.v; v/となるので E.hY .u/; v/ D 0が分かる．すなわ
ち hY .u/は (2.42)を満たす．さらに w 2 F も (2.42)を満たすとすると，wjY D
hY .u/jY D u より .w # hY .u//jY D 0 であるので E.w # hY .u/; w # hY .u// D
E.w; w #hY .u//#E.hY .u/; w #hY .u// D 0となり，(RF1)よりw #hY .u/ 2 R1K ,
従って w D hY .u/,すなわち hY .u/は (2.42)を満たす唯 1つの h 2 F である．

F jY は明らかに RY の線型部分空間である．hY W F jY ! F の線型性は各
u 2 F jY に対する (2.42)を満たす h D hY .u/ 2 F の一意性から直ちに従い，する
とまた E jY W F jY % F jY ! Rが非負定値対称双線型であることも直ちに分かる．
明らかに 1Y D 1K jY 2 F jY , hY .1Y / D 1K であるので .E ;F/に対する (RF1)か
ら ¹u 2 F jY j E jY .u; u/ D 0º D R1Y が得られ，また .E ;F/に対する (RF2)から
.E jY ;F jY /に対する (RF2)が得られる．

¹unºn2N " F jY が limk^l!1 E jY .uk # ul ; uk # ul / D 0 を満たすとすると，
limk^l!1 E.hY .uk/ # hY .ul /; hY .uk/ # hY .ul // D 0なので .F=R1K ; E/の完備性
から h 2 F が存在して limn!1 E.h # hY .un/; h # hY .un// D 0となり，そこで
u WD hjY 2 F jY とおけば E jY .u # un; u # un/ & E.h # hY .un/; h # hY .un//より
limn!1 E jY .u # un; u # un/ D 0となる．よって .E jY ;F jY /は (RF1)を満たす．

x; y 2 Y , x 6D y とする．u 2 F jY n R1Y とすると hY .u/ 2 F n R1K なので
ju.x/ # u.y/j2

E jY .u; u/
D jhY .u/.x/ # hY .u/.y/j2

E.hY .u/; hY .u//
& RE.x; y/

であり，よって REjY .x; y/ & RE.x; y/.逆に v 2 F nR1K とすると，v.x/ D v.y/

ならば jv.x/!v.y/j2
E.v;v/ D 0 & REjY .x; y/ であり，また v.x/ 6D v.y/ ならば vjY 2

F jY n R1Y かつ E.v; v/ ' E jY .vjY ; vjY / > 0,従って
jv.x/ # v.y/j2

E.v; v/
& j.vjY /.x/ # .vjY /.y/j2

E jY .vjY ; vjY /
& REjY .x; y/

であるので，RE.x; y/ & REjY .x; y/.ゆえに REjY .x; y/ D RE.x; y/ < 1,すなわ
ち .E jY ;F jY /は (RF3)及び REjY D RE jY $Y を満たす．

u 2 F jY とすると .E ;F/ に対する (RF4) により，hY .u/C ^ 1 2 F , 従って
また uC ^ 1 D hY .u/C ^ 1jY 2 F jY であり，さらに E jY .uC ^ 1; uC ^ 1/ &
E.hY .u/C ^ 1; hY .u/C ^ 1/ & E.hY .u/; hY .u// D E jY .u; u/.よって .E jY ;F jY /が
(RF4)も満たすことが分かり，.E jY ;F jY / 2 RF.Y /が示せた．

定理 2.29において，(2.42)が調和性を表す条件である (2.16), (2.34)に相当す
ることに注意されたい．すなわち，K 上の関数 h 2 F が「K n Y において調和で
ある」という概念は純粋に抵抗形式（より一般には Dirichlet形式）.E ;F/だけを
用いて定式化できるのである．そこで次の定義をしておく．
定義 2.30. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，Y を K の空でない部分集
合とする．
(1)定理 2.29の .E jY ;F jY / 2 RF.Y /を .E ;F/の Y へのトレース (跡, trace)という．
(2) h 2 F とする．vjY D 0なる任意の v 2 F に対して E.h; v/ D 0であるとき，h
は .E ;F/に関して Y -調和 (Y -harmonic)であるといい，どの抵抗形式 .E ;F/に関
してかが文脈から明らかである場合には単に hは Y -調和であるという．定理 2.29
により，hが Y -調和であるためには h 2 hY .F jY /であることが必要十分である．
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注意 2.31. 定理 2.29で行ったような，「調和拡張」hY W F jY ! F を用いて .E ;F/
の Y へのトレースを (2.43)で定義するという構成は実は一般の正則 Dirichlet形
式の枠組みでも行うことができ，このとき得られるトレースもまた正則 Dirichlet
形式であり，さらに対応する確率過程が元の確率過程のあるランダムな時間変更4

により与えられることが知られている．時間変更の理論は Dirichlet形式の概念の
強みを最大限に活用して展開される大変興味深い理論であり，同時に Dirichlet形
式を解析するための強力な道具であるが，その厳密な記述のためには極めて長大
な解析的・確率論的準備が必要であり本稿では到底触れることができない．興味
のある読者は時間変更の理論への入門としては [12, Section 6.2]を，より詳細な
結果については [11, Chapter 5]を参照されたい．
定理 2.11の抵抗形式への（弱い形での）一般化として，次の命題が成り立つ．

命題 2.32 (最大値の原理). Kを空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．Y をKの
空でない部分集合，u 2 F jY とし，uは有界，すなわち kuk1 D supy2Y ju.y/j < 1
と仮定する．このとき任意の x 2 Kに対し infy2Y u.y/ & hY .u/.x/ & supy2Y u.y/.

証明. a WD infy2Y u.y/, b WD supy2Y u.y/とおく．kuk1 < 1より a; b 2 R, a & b
である．a D bのときは u D a1Y かつ hY .u/ D a1K なので主張は明らかに成り立
つ．そこで a < bと仮定し，h WD .a _ hY .u// ^ b D a C .b # a/

!! hY .u/!a
b!a

"C ^ 1
"

とおく．すると hjY D .a _ u/ ^ b D uであり，また (RF1), (RF4)より h 2 F かつ

E.h; h/ D .b # a/2E
%'hY .u/ # a

b # a

(C
^ 1;

'hY .u/ # a

b # a

(C
^ 1

&

& .b # a/2E
%

hY .u/ # a

b # a
;

hY .u/ # a

b # a

&
D E.hY .u/; hY .u//

(2.45)

であるが，他方定理 2.29よりE.hY .u/; hY .u// D minv2F ; vjY Du E.v; v/であるので，
hjY D uと (2.45)により最小値minv2F ; vjY Du E.v; v/を hが達成することになる．
ゆえに定理 2.29の hY .u/の一意性から h D hY .u/,すなわち a & hY .u/ & b.

さらに命題 2.10の抵抗形式への一般化として，次の命題が成り立つ．
命題 2.33. Kを空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，Y; Zを ; 6D Z " Y なるK

の部分集合とする．このとき .E jY jZ ;F jY jZ/ D .E jZ ;F jZ/かつ hE
Y ı h

EjY
Z D hE

Z .
特に任意の u 2 F jZ に対し h

EjY
Z .u/ D hE

Z.u/jY .

証明. 明らかに F jY jZ D F jZ である．u 2 F jZ とする．命題 2.10の証明と同様
に，hE

Z.u/jZ D hE
Y ı h

EjY
Z .u/jZ D uに注意して定理 2.29の結果を用いると

E jZ.u; u/ D E
!
hE

Z.u/; hE
Z.u/

"

' min
w2F ; wjY DhE

Z.u/jY
E.w; w/ D E jY

!
hE

Z.u/jY ; hE
Z.u/jY

"

' min
v2F jY ; vjZDu

E jY .v; v/ D E jY jZ.u; u/ D E jY
!
h
EjY
Z .u/; h

EjY
Z .u/

"

D E
!
hE

Y ı h
EjY
Z .u/; hE

Y ı h
EjY
Z .u/

"
' min

w2F ; wjZDu
E.w; w/ D E jZ.u; u/:

よって上記の計算中の各辺は全て等しく，そこで定理 2.29の hE
Z.u/の一意性の主

張から hE
Y ı h

EjY
Z .u/ D hE

Z.u/すなわち hE
Y ı h

EjY
Z D hE

Z が得られ，特にこの等式の
両辺の Y への制限を取ることで h

EjY
Z .u/ D hE

Z.u/jY が従う．また E jY jZ.u; u/ D
E jZ.u; u/と E jY jZ ; E jZ の対称双線型性から E jY jZ D E jZ が分かる．

4このランダムな時間変更は，元の確率過程の連続正値加法汎関数の右連続逆関数で与えられる．
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系 2.34. Kを空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．このとき各 x; y 2 Kに対し

RE.x; y/ D
!
min¹E.u; u/ j u 2 F , u.x/ D 1, u.y/ D 0º

"!1 (2.46)

D max
² ju.x/ # u.y/j2

E.u; u/

ˇ̌
ˇ̌ u 2 F n R1K

³
(2.47)

（ただし min ; WD 1, 1!1 WD 0, max ; WD 0）であり，さらに K の任意の空でな
い有限部分集合 V に対し RE jV $V D RLEjV ,従って特に RE 2 RM.K/.

証明. x; y 2 K とする．x D y のときは (2.46), (2.47)は明らかである．x 6D y の
とき，定理 2.29より (2.46)の最小値は存在して正であり，また (2.22)と全く同様
にして (2.47)の最大値が存在して (2.46)の右辺に等しいことが分かるので，(2.40)
により (2.46), (2.47)の右辺は共に RE.x; y/に等しい．

V を K の空でない有限部分集合とすると x; y 2 V に対し，x D y ならば
RE.x; y/ D 0 D RLEjV .x; y/, また x 6D y ならば (2.46), 定理 2.29, 命題 2.33,
E jV D ELEjV , (2.21)より

RE.x; y/ D E j¹x;yº
!
1¹x;yº

x ; 1¹x;yº
x

"!1 D E jV j¹x;yº
!
1¹x;yº

x ; 1¹x;yº
x

"!1 D RLEjV .x; y/

となるので，RE jV $V D RLEjV ,従ってまた RE 2 RM.K/となる．

系 2.35. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，各 n 2 Nに対し Yn を K の
空でない部分集合とする．このとき u 2 F が E.u; u/ D limn!1 E jYn.ujYn ; ujYn/
を満たすならば limn!1 E.u # hYn.ujYn/; u # hYn.ujYn// D 0.

証明. 各 n 2 Nに対し (2.42)より E.hYn.ujYn/; u # hYn.ujYn// D 0,従ってさらに
(2.43)から E.hYn.ujYn/; u/ D E.hYn.ujYn/; hYn.ujYn// D E jYn.ujYn ; ujYn/である
ので，E.u # hYn.ujYn/; u # hYn.ujYn// D E.u; u/ # E jYn.ujYn ; ujYn/

n!1####! 0.

定理 2.36. K を空でない集合とする．
(1) R 2 RM.K/とする．Kの空でない各有限部分集合 V に対してRjV $V D RLV

なる（唯 1つの）LV 2 LA.V /を取り，FR " RK , ER W FR % FR ! Rを

FR WD ¹u 2 RK j supV %K; 1&#V <1 ELV
.ujV ; ujV / < 1º; (2.48)

Ediag
R .u/ WD supV %K; 1&#V <1 ELV

.ujV ; ujV / 2 Œ0; 1/; u 2 FR; (2.49)

ER.u; v/ WD 1

2

!
Ediag

R .u C v/ # Ediag
R .u/ # Ediag

R .v/
"

2 R; u; v 2 FR (2.50)

で定義する．このとき .ER;FR/ 2 RF.K/かつ .R.ER;FR/ DW/ RER
D R.

(2) .E ;F/ 2 RF.K/ならば .ERE ;FRE / D .E ;F/.特に RF.K/ 3 .E ;F/ 7! RE 2
RM.K/及び RM.K/ 3 R 7! .ER;FR/ 2 RF.K/は互いに逆の全単射である．

証明. (1) FRがRK の線型部分空間であることは (2.8)より容易に分かり，従って
ER W FR % FR ! Rを (2.50)により定義することができる．明らかに，u 2 FR,
˛ 2 Rとすると Ediag

R .˛u/ D ˛2Ediag
R .u/なので特に ER.u; u/ D Ediag

R .u/ ' 0であ
り，また u; v 2 FR に対し ER.u; v/ D ER.v; u/である．

ERの双線型性を示すため，u; v; w 2 FR, ˛ 2 RとしA WD ¹u; v; w; u C v; ˛uº
とおく．" 2 .0; 1/を任意に取る．このとき，系 2.18より ; 6D U " V なるK の
有限部分集合 U; V に対し LU D ŒLV !U であり，従って (2.15)から各 f 2 FR に
対し ELV

.f jV ; f jV /が V について単調非減少であることに注意すると，K の空
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でない有限部分集合 V を任意の h 2 A[ ¹f C g j f; g 2 Aºに対し Ediag
R .h/ # " &

ELV
.hjV ; hjV / & Ediag

R .h/ となるように選べる．すると f 2 A に対し，この不
等式の h D f; w; f C w の場合から容易に jER.f; w/ # ELV

.f jV ; wjV /j & " が
得られ，これを f D u; v; u C v; ˛uに対して適用し 3角不等式を用いることで
jER.u C v; w/ # ER.u; w/ # ER.v; w/j & 3", jER.˛u; w/ # ˛ER.u; w/j & .j˛j C 1/"
が分かる．ここで " 2 .0; 1/は任意なので ER.u C v; w/ D ER.u; w/ C ER.v; w/,
ER.˛u; w/ D ˛ER.u; w/となり，ER の双線型性が示せた．

.ER;FR/ 2 RF.K/かつ RER
D R であることの証明は 2.2節の議論に倣う．

(RF1), (RF4)は limm!1 ELm..$/jVm ; .$/jVm/を supV %K; 1&#V <1 ELV
..$/jV ; .$/jV /と

置き換えれば定理 2.25-(1),(3)の証明と全く同様にして示される．
U を K の空でない有限部分集合，u 2 RU とする．vjU D u なる任意の

v 2 FRに対し定義より ER.v; v/ ' ELU
.u; u/であることに注意する．hjU D uな

る h 2 FRで ER.h; h/ D ELU
.u; u/を満たすものが存在する（従って ELU

.u; u/ D
minv2FR; vjU Du ER.v; v/である）ことを示そう．h 2 RKを，x 2 Kに対し h.x/ WD
h

LU [¹xº
U .u/.x/とおくことで定める．hLU

U D idRU より hjU D uである．V を K
の空でない有限部分集合としW WD U [ V とおくと，x 2 W に対し命題 2.10よ
り h.x/ D h

LU [¹xº
U .u/.x/ D

!
hLW

U [¹xº ı h
ŒLW "U [¹xº
U .u/

"
.x/ D hLW

U .u/.x/,すなわち
hjW D hLW

U .u/であるので

ELV
.hjV ; hjV / & ELW

.hjW ; hjW / D ELW

!
hLW

U .u/; hLW

U .u/
"

D ELU
.u; u/:

これはmaxV %K; 1&#V <1 ELV
.hjV ; hjV / D ELU

.u; u/を意味し，よって h 2 FR か
つ ER.h; h/ D ELU

.u; u/ D minv2FR; vjU Du ER.v; v/となる．
x; y 2 K, x 6D y とする．前段落において特に U WD ¹x; yº, u WD 1¹x;yº

x とし
たときの hを考えると，h 2 FR, h.x/ D 1 6D 0 D h.y/であるので .ER;FR/が
(RF2)を満たすことが分かり，さらに

jh.x/ # h.y/j2
ER.h; h/

D EL¹x;yº
!
1¹x;yº

x ; 1¹x;yº
x

"!1 D RL¹x;yº.x; y/ D R.x; y/: (2.51)

他方，各 u 2 FR n R1K に対し ER.u; u/ ' EL¹x;yº.uj¹x;yº; uj¹x;yº/ D ju.x/!u.y/j2
R.x;y/ ,

従って ju.x/!u.y/j2
ER.u;u/ & R.x; y/ < 1であるので，(2.51)と合わせて RER

.x; y/ D
R.x; y/ < 1を得る．すなわち .ER;FR/は (RF3)を満たし，従って .ER;FR/ 2
RF.K/であり，かつ RER

D R.なおこれより特に K の任意の空でない有限部分
集合 V に対し，系 2.34から RLER jV D RER

jV $V D RjV $V D RLV
となるので定

理 2.16-(2)により LERjV D LV でなければならないことを注意しておく．
(2) .E ;F/ 2 RF.K/とし，R WD RE とおく．K の空でない各有限部分集合 V に
対し LV WD LEjV 2 LA.V /とおく．系 2.34により RjV $V D RLV

であるので，
.ER;FR/はこの ¹LV ºV %K; 1&#V <1 を用いて (2.48), (2.49), (2.50)により定義され
る．さらに上記 (1)の証明の最後に注意したように LERjV D LV であり，すると
任意の u 2 RV と x 2 K に対し，h

ERjV [¹xº
V D h

LV [¹xº
V D h

EjV [¹xº
V に注意すれば

命題 2.33より

hER

V .u/.x/ D
!
hER

V [¹xº ı h
LV [¹xº
V .u/

"
.x/ D h

LV [¹xº
V .u/.x/

D
!
hE

V [¹xº ı h
LV [¹xº
V .u/

"
.x/ D hE

V .u/.x/

となるので，hER

V .u/ D hE
V .u/.そこで hE

V W RV ! F を以下では単に hV で表す．
特に，(2.43)を .ER;FR/及び .E ;F/に対して用いることにより任意の u; v 2 RV

に対し ELV
.u; v/ D ER.hV .u/; hV .v// D E.hV .u/; hV .v//であることが分かる．
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まず u 2 F とすると，定理 2.29より K の任意の空でない有限部分集合 V に
対し ELV

.ujV ; ujV / & E.u; u/,従って u 2 FR, ER.u; u/ & E.u; u/.特に F " FR.
u 2 FR とする．各 n 2 Nに対し ELVn

.ujVn ; ujVn/ ' ER.u; u/ # n!1 を満た
す K の空でない有限部分集合 Vn を取り un WD hVn.ujVn/とおくと，ER.u; u/ #
n!1 & ELVn

.ujVn ; ujVn/ D ERjVn.ujVn ; ujVn/ & ER.u; u/ であるので系 2.35 よ
り limn!1 ER.u # un; u # un/ D 0. 他方 k; l 2 N に対し，命題 2.33 により
uk D hVk[Vl

ı h
LVk [Vl

Vk
.ujVk

/ D hVk[Vl
.ukjVk[Vl

/, ul D hVk[Vl
.ul jVk[Vl

/ な
ので uk # ul D hVk[Vl

..uk # ul /jVk[Vl
/ であり，そこで前々段落の最後に述べ

た事実と (2.8)及び limn!1 ER.u # un; u # un/ D 0から E.uk # ul ; uk # ul / D
ER.uk #ul ; uk #ul /

k^l!1#####! 0. よって .F=R1K ; E/の完備性から v 2 Fが存在して
limn!1 E.v#un; v#un/ D 0,従って (2.8)より E.v; v/ D limn!1 E.un; un/である
が，n 2 Nに対し前段落の結果から v 2 FR, ER.v#un; v#un/ & E.v#un; v#un/な
ので limn!1 ER.v#un; v#un/ D 0でもあり，これと (2.8), limn!1 ER.u#un; u#
un/ D 0から ER.u # v; u # v/ D 0となる．ゆえに (RF1)より u # v 2 R1K " F ,
従って u D .u # v/ C v 2 F かつ E.u; u/ D E.v; v/ D limn!1 E.un; un/ D
limn!1 ER.un; un/ D ER.u; u/ であり，前段落の結果と合わせて .ER;FR/ D
.E ;F/が分かる．

定理 2.36-(2)においては上記の証明の冒頭でも注意したように，Kの空でない
各有限部分集合V に対し系 2.34よりRE jV $V D RLEjV であることから .ERE ;FRE /

は ¹LEjV ºV %K; 1&#V <1を用いて (2.48), (2.49), (2.50)により定義されるが，ここで
ELEjV D E jV に注意すると .E ;F/ D .ERE ;FRE /は特に次を意味することになる．

系 2.37. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とするとき，

F D ¹u 2 RK j supV %K; 1&#V <1 E jV .ujV ; ujV / < 1º; (2.52)

E.u; u/ D supV %K; 1&#V <1 E jV .ujV ; ujV /; u 2 F : (2.53)

系 2.37から，抵抗形式について次の一連の重要な基本性質が得られる．

定理 2.38. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．
(1) n 2 N, ¹ukºn

kD1 " F , u W K ! R, p 2 .0; 2!とし，任意の x; y 2 K に対し
ju.x/ # u.y/jp & Pn

kD1 juk.x/ # uk.y/jp と仮定する．このとき u 2 F かつ

E.u; u/p=2 &
Xn

kD1
E.uk ; uk/p=2: (2.54)

(2) u 2 F , ¹unºn2N " F とする．このとき，limn!1 E.u # un; u # un/ D 0
となるためには，lim supn!1 E.un; un/ & E.u; u/ かつ任意の x; y 2 K に対し
limn!1.un.x/ # un.y// D u.x/ # u.y/となることが必要十分である．

証明. (1) V を K の空でない有限部分集合とし .LV
xy/x;y2V WD LEjV とすると，

2=p 2 Œ1; 1/に注意して u; ¹ukºn
kD1 に対する仮定とMinkowskiの不等式により

E jV .ujV ; ujV /p=2 D
'1

2

X
x;y2V; x 6Dy

LV
xy

!
ju.x/ # u.y/jp

"2=p
(p=2

&
'1

2

X
x;y2V; x 6Dy

LV
xy

'Xn

kD1
juk.x/ # uk.y/jp

(2=p(p=2

&
Xn

kD1

'1

2

X
x;y2V; x 6Dy

LV
xy

!
juk.x/ # uk.y/jp

"2=p
(p=2

D
Xn

kD1
E jV .ukjV ; ukjV /p=2 &

Xn

kD1
E.uk ; uk/p=2 < 1:
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そこで V について上限を取り系 2.37を用いれば u 2 F と (2.54)が得られる．
(2) 必要性は (2.8) と (2.41) から明らかであるので，十分性を示せばよい．まず
limn!1 E.un; un/ D E.u; u/を示す．" 2 .0; 1/とする．lim supn!1 E.un; un/ &
E.u; u/より N1 2 Nが存在して n ' N1 なる任意の n 2 Nに対し E.un; un/ &
E.u; u/ C ". また系 2.37 より K の空でない有限部分集合 V を E jV .ujV ; ujV / >
E.u; u/#"となるように取れるが，E jV D ELEjV に対する (2.10)と x; y 2 V に対し
limn!1.un.x/#un.y// D u.x/#u.y/であることから limn!1 E jV .unjV ; unjV / D
E jV .ujV ; ujV / > E.u; u/ # ". そこで (2.53) に注意すれば，N2 2 N が存在して
n ' N2なる任意のn 2 Nに対しE.u; u/#" < E jV .unjV ; unjV / & E.un; un/となり，
従って n ' N1 _N2なる任意の n 2 Nに対し E.u; u/#" & E.un; un/ & E.u; u/C".
以上で limn!1 E.un; un/ D E.u; u/が示せた．
さて，(2.8)により

®
uCun

2

¯
n2N " F も u 2 F に対して ¹unºn2N と同じ仮定を

満たすので前段落の結果から limn!1 E
!

uCun

2 ; uCun

2

"
D E.u; u/であり，よって

E.u # un; u # un/ D 2E.u; u/ C 2E.un; un/ # E.u C un; u C un/は n ! 1のとき
2E.u; u/ C 2E.u; u/ # 4E.u; u/ D 0に収束する．これで十分性が示せた．

系 2.39. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．
(1) u 2 Fに対し juj; uC; u! 2 FかつE.juj; juj/_E.uC; uC/_E.u!; u!/ & E.u; u/.
(2) u; v 2 F に対し u _ v; u ^ v 2 F かつ E.u _ v; u _ v/ C E.u ^ v; u ^ v/ &
E.u; u/ C E.v; v/.
(3) Fb WD ¹u 2 F j kuk1 < 1º とおくとき，u; v 2 Fb に対し uv 2 Fb かつ
E.uv; uv/1=2 & kvk1E.u; u/1=2 C kuk1E.v; v/1=2.
(4)各 n 2 Nに対し 'n W R ! Rは任意の s; t 2 Rに対し j'n.s/ # 'n.t/j & js # t j
を満たすとし，さらに任意の t 2 Rに対し limn!1 'n.t/ D t と仮定する．このと
き u 2 F に対し ¹'n ı uºn2N " F かつ limn!1 E.u # 'n ı u; u # 'n ı u/ D 0.
(5) u 2 F , ¹unºn2N " F は limn!1 E.u # un; u # un/ D 0を満たすとし，さらに
limn!1 un.x/ D u.x/となる x 2 K が存在すると仮定する．このとき ' W R ! R
が任意の s; t 2 Rに対し j'.s/ # '.t/j & js # t jを満たし，かつ ' ı u D uならば，
¹' ı unºn2N " F かつ limn!1 E.u # ' ı un; u # ' ı un/ D 0.

証明. (1) v 2 ¹juj; uC; u!ºとすると明らかに任意のx; y 2 Kに対し jv.x/#v.y/j &
ju.x/ # u.y/jであるので，定理 2.38-(1)から v 2 F , E.v; v/ & E.u; u/.
(2) u _ v D 1

2 .u C v C ju # vj/, u ^ v D 1
2 .u C v # ju # vj/であるので，(1)より

ju # vj; u _ v; u ^ v 2 F , E.ju # vj; ju # vj/ & E.u # v; u # v/であり，従って

E.u _ v; u _ v/ C E.u ^ v; u ^ v/ D 1
2 .E.u C v; u C v/ C E.ju # vj; ju # vj//

& 1
2 .E.u C v; u C v/ C E.u # v; u # v// D E.u; u/ C E.v; v/:

(3) u1 WD kvk1u, u2 WD kuk1vとおくと u1; u2 2 F であり，x; y 2 K に対し

j.uv/.x/ # .uv/.y/j & jv.x/jju.x/ # u.y/j C ju.y/jjv.x/ # v.y/j
& kvk1ju.x/ # u.y/j C kuk1jv.x/ # v.y/j D P2

kD1juk.x/ # uk.y/j

なので，定理 2.38-(1)を用いれば kuvk1 & kuk1kvk1 < 1と合わせ主張を得る．
(4)定理 2.38-(1)より各 n 2 Nに対し 'n ı u 2 F , E.'n ı u; 'n ı u/ & E.u; u/であ
り，そこで定理 2.38-(2)を用いれば limn!1 E.u # 'n ı u; u # 'n ı u/ D 0が従う．
(5)任意の y 2 K に対し，u; ¹unºn2N に対する仮定と (2.41)から

ju.y/ # un.y/j & RE.x; y/1=2E.u # un; u # un/1=2 C ju.x/ # un.x/j n!1####! 0;
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従って limn!1 un.y/ D u.y/,よってさらに limn!1 'ıun.y/ D 'ıu.y/ D u.y/で
あり，また定理 2.38-(1)より各 n 2 Nに対し 'ıun 2 F , E.'ıun; 'ıun/ & E.u; u/.
ゆえに定理 2.38-(2)により limn!1 E.u # ' ı un; u # ' ı un/ D 0.

注意 2.40. 系 2.39-(4)は，'n W R ! Rが 'n.t/ D .#n/ _ .t ^ n/で与えられる場合
及び 'n.t/ D t # .#n!1/ _ .t ^ n!1/で与えられる場合によく用いられる．また系
2.39-(5)は u ' 0で ' W R ! Rが '.t/ D tCで与えられる場合によく用いられる．

次に「有限集合上の Laplacianの適合列の極限は可算集合で定義されているに
過ぎない」という前節の最後に触れた問題の解決策として，抵抗形式は有効抵抗
距離に関する完備化を取る操作で不変であることを示そう．

定理 2.41. .K; R/を距離空間とし，K0 " K はK0
K D K と RjK0$K0

2 RM.K0/
を満たすとする．RE0

D RjK0$K0
なる（唯 1つの）.E0;F0/ 2 RF.K0/を取り，

F WD ¹u 2 C.K/ j ujK0
2 F0º; E.u; v/ WD E0.ujK0

; vjK0
/; u; v 2 F (2.55)

により F " RK と E W F % F ! Rを定める．このとき .E ;F/ 2 RF.K/, RE D R
であり，F 3 u 7! ujK0

2 F0 は線型同型である．

証明. 明らかに F は RK の線型部分空間であり，E W F %F ! Rは非負定値対称
双線型である．u 2 F0とすると (2.41)より u W K0 ! Rは（R及び R上の通常の
距離に関して）一様連続であるから，演習 2.4-(1)より v 2 C.K/が唯 1つ存在し
て vjK0

D uとなり，このとき v 2 F である．従って F 3 u 7! ujK0
2 F0は全単

射，よって線型同型である．そこで 1K jK0
D 1K0

に注意すると，.E0;F0/に対す
る (RF1), (RF4)から .E ;F/に対する (RF1), (RF4)が直ちに従う．また u 2 F とす
ると，K % K上の連続関数K % K 3 .x; y/ 7! ju.x/ # u.y/j2 # R.x; y/E.u; u/ 2 R
は .E0;F0/と ujK0

2 F0 に対する (2.41)により K0 % K0 上 .#1; 0!値であるの
で，連続性から K0 % K0

K$K D K % K 上でも .#1; 0!値である．すなわち任意
の u 2 F と任意の x; y 2 K に対し ju.x/ # u.y/j2 & R.x; y/E.u; u/.
後は x; y 2 K, x 6D yとし，u 2 F で u.x/ D 1, u.y/ D 0, E.u; u/ D R.x; y/!1

を満たすものが存在することを示せば，(RF2)が得られ，さらに前段落の結果と
合わせると (2.40)の上限は最大値であって E.u; u/!1 D R.x; y/に等しいことが
分かるので，(RF3) と RE D R も従い証明が完了する．そこで以下そのような
u 2 F の存在を示す．K0

K D K, R.x; y/ > 0より各 n 2 Nに対し xn; yn 2 K0を
R.x; xn/ _ R.y; yn/ < n!1 ^ R.x;y/

2 となるように取れて，このときR.xn; yn/ > 0,
従ってxn 6D ynなのでさらに .E0;F0/ 2 RF.K0/に対する定理 2.29により，un 2 F
で un.xn/ D 1, un.yn/ D 0, E.un; un/ D R.xn; yn/!1 を満たすものが唯 1つ存在
し unjK0

D hE0

¹xn;ynº.1
¹xn;ynº
xn

/である．(2.42), (2.43)より任意の k; l 2 Nに対し

E.uk ; ul / D E0.ukjK0
; ul jK0

/ D E0

!
hE0

¹xk ;ykº.1
¹xk ;ykº
xk

/; ul jK0

"
(2.56)

D E0

!
hE0

¹xk ;ykº.1
¹xk ;ykº
xk

/; hE0

¹xk ;ykº.ul j¹xk ;ykº/
"

D E0j¹xk ;ykº
!
1¹xk ;ykº

xk
; ul j¹xk ;ykº

"
D R.xk ; yk/!1.ul .xk/ # ul .yk//:

さらに .E0;F0/に対する (2.41)から，任意の k; l 2 Nに対し

jul .xk/ # 1j2 D jul .xk/ # ul .xl /j2 & R.xk ; xl /E.ul ; ul / D R.xk ; xl /R.xl ; yl /
!1;

jul .yk/j2 D jul .yk/ # ul .yl /j2 & R.yk ; yl /E.ul ; ul / D R.yk ; yl /R.xl ; yl /
!1
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であるが，limn!1 R.xn; x/_R.yn; y/ D 0より limn!1 R.xn; yn/ D R.x; y/ > 0,
limk^l!1 R.xk ; xl / _ R.yk ; yl / D 0なので，limk^l!1.ul .xk/ # ul .yk// D 1と
なる．これと (2.56)及び limn!1 R.xn; yn/ D R.x; y/ > 0から

E.uk # ul ; uk # ul /

D R.xk ; yk/!1 C R.xl ; yl /
!1 # 2R.xk ; yk/!1.ul .xk/ # ul .yk//

k^l!1#####! 0

となるので，.F=R1K ; E/の完備性により limn!1 E.v # un; v # un/ D 0となる
v 2 Fが存在し，(2.8)より E.v; v/ D limn!1 E.un; un/ D limn!1 R.xn; yn/!1 D
R.x; y/!1.また vは K 上連続なので v.x/ # v.y/ D limn!1.v.xn/ # v.yn//であ
り，.E0;F0/に対する (2.41)から n 2 Nに対し

jv.xn/ # v.yn/ # 1j2 D j.v # un/.xn/ # .v # un/.yn/j2

& R.xn; yn/E.v # un; v # un/
n!1####! 0

であるので，v.x/ # v.y/ D 1 である．そこで u WD v # v.y/ とすれば u 2 F ,
u.x/ D 1, u.y/ D 0, E.u; u/ D E.v; v/ D R.x; y/!1.以上で証明が完了した．

.K; R/が .K0; RE0
/の完備化として与えられている場合に定理 2.41を適用す

ることで，有効抵抗距離に関する完備化についての次の系を得る．
系 2.42. K0 を空でない集合，.E0;F0/ 2 RF.K0/とし，.K; R/を .K0; RE0

/の完
備化，すなわち（等長同型を除いて一意的に存在する）K0 " K, RjK0$K0

D RE0
,

K0
K D K を満たす完備距離空間とする．このとき .E ;F/を (2.55)により定める

と，.E ;F/ 2 RF.K/, RE D Rであり，F 3 u 7! ujK0
2 F0 は線型同型である．

抵抗形式を新たに構成するという立場からは初めに有限集合上の Laplacianの
適合列を与えるのが自然であり，その場合には系 2.42は次のように述べられる．
系 2.43. S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0º を有限集合上の Laplacianの適合列，.K; R/を
.V".S/; RS/の完備化とし，F " RK , E W F % F ! Rを

F WD ¹u 2 C.K/ j ujV".S/ 2 FSº D
°
u 2 C.K/

ˇ̌
ˇ lim

m!1 ELm.ujVm ; ujVm/ < 1
±
;

E.u; v/ WD ES.ujV".S/; vjV".S// D lim
m!1 ELm.ujVm ; vjVm/; u; v 2 F (2.57)

により定める．このとき .E ;F/ 2 RF.K/, RE D Rであり，F 3 u 7! ujV".S/ 2 FS
は線型同型である．
証明. 定義 2.28の直前の段落で注意したように .ES ;FS/ 2 RF.V".S//, RS D RES

であるので，K0 WD V".S/, .E0;F0/ WD .ES ;FS/として系 2.42を適用することに
より主張を得る．

注意 2.44. 系 2.42,系 2.43において .K; R/は .K0; RE0
/あるいは .V".S/; RS/の

抽象的な完備化として与えられているに過ぎず，.K; R/が具体的にどのような距
離空間になっているかは個別の解析を経なければ分からないことに注意されたい．
実際，第 3章の主題である Sierpiński gasket上の Laplacianの構成は，V".S/

が Sierpiński gasket K 0の部分集合である場合に系 2.43を適用することによりなさ
れるが，その際に .V".S/; RS/の完備化 .K; R/を位相空間として元の Sierpiński
gasket K 0（を Euclid距離の制限により位相空間と見なしたもの）と同一視できる
ことは自明でなく証明を要する．この詳細は第 3章を，さらにより詳しくは [28,
Section 3.3]を参照のこと．
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定理 2.41において元の K 上の距離関数 R自身が既に R 2 RM.K/を満たし
ており，さらにK0 が可算集合である場合を考えれば次の系が得られる．

系 2.45. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/ とし，K を距離関数 RE により
位相空間と見なす．K は可分と仮定し，K の空でない有限部分集合の非減少列
¹Vmºm2N[¹0º で V" WD S1

mD0 Vm が V"
K D K を満たすものを取る．このとき

S WD ¹.Vm; LEjVm
/ºm2N[¹0º は有限集合上の Laplacianの適合列，

F D ¹u 2 C.K/ j ujV" 2 FSº D
°
u 2 C.K/

ˇ̌
ˇ lim

m!1 E jVm.ujVm ; ujVm/ < 1
±
;

E.u; v/ D ES.ujV" ; vjV"/ D lim
m!1 E jVm.ujVm ; vjVm/; u; v 2 F (2.58)

であり，F 3 u 7! ujV" 2 FS は線型同型である．

証明. m 2 N [ ¹0ºに対し Lm WD LEjVm
とおく．m & nなる m; n 2 N [ ¹0ºに対

し命題 2.33と定理 2.8より ELm D E jVm D E jVn jVm D ELn jVm D EŒLn"Vm
であるの

でLm D ŒLn!Vm ,すなわち S D ¹.Vm; Lm/ºm2N[¹0ºは有限集合上の Laplacianの適
合列であり，さらにm 2 N[ ¹0ºに対し系 2.34と (2.33)よりRE jVm$Vm D RLm D
RS jVm$Vm D RES jVm$Vm ,よって RE jV"$V" D RES .そこで R WD RE , K0 WD V",
.E0;F0/ WD .ES ;FS/として定理 2.41を用いれば，(2.58)の両式の右辺がRE を有
効抵抗距離に持つ K 上の抵抗形式を定め，かつ ¹u 2 C.K/ j ujV" 2 FSº 3 u 7!
ujV" 2 FS が線型同型であることが分かる．ところが定理 2.36-(2)によりこの抵
抗形式は .E ;F/に等しいので (2.58)が得られ，主張が従う．

本節の最後に，補題 2.20の一般化として抵抗形式に対しては空でない閉集合
を境界とする Green関数が自然に定まることを示す．次の定義と 2つの命題はそ
のための準備である．

定義 2.46. 空でない集合K と RK の線型部分空間 F に対し，

F.U / WD ¹u 2 F j ujKnU D 0º; U " K; (2.59)

BF WD
\

u2F.KnB/
u!1.0/; B " K (2.60)

と定める．各B " Kに対し，容易に分かるようにB " BF , F.KnBF / D F.KnB/,
従って .BF /F D BF であり，また .E ;F/ 2 RF.K/ならば (2.41)より各 u 2 F は
.K; RE/上の連続関数なので BF は .K; RE/の閉集合であることを注意しておく．

命題 2.47. Kを空でない集合とし，F はRK の線型部分空間で ¹uC ^1 j u 2 Fº "
F ,及び任意の x 2 Kに対し u 2 F が存在して u.x/ 6D 0,を満たすとする．このと
き ;F D ;,かつ各 A; B " K に対し .A [ B/F D AF [ BF であり，特に K には
B 7! BF を閉包作用子とする位相が入る．また，任意の x 2 Kに対し ¹xºF D ¹xº
となるためには F が定義 2.26の (RF2)を満たすことが必要十分である．

証明. 仮定より各 x 2 K に対し u 2 F が存在して u.x/ 6D 0すなわち x 62 u!1.0/
であるので，;F D T

u2F u!1.0/ D ;.次に A; B " K とする．F.K n .A [ B// D
F.K nA/\F.K nB/なのでAF [BF " .A[B/F である．逆に x 2 K n.AF [BF /
とすると，u 2 F.KnA/, v 2 F.KnB/が存在してu.x/ D v.x/ D 1となり，そこで
g WD uC^1, h WD vC^1, f WD gCh#.gCh/C^1とおけば，g; h; f 2 F , f .x/ D 1
であり，また各y 2 A[Bに対しu.y/ D 0または v.y/ D 0より .gCh/.y/ 2 Œ0; 1!,
従って f .y/ D 0なので f 2 F.K n .A [ B//,よって x 2 K n .A [ B/F である．
ゆえに .A [ B/F " AF [ BF となり，.A [ B/F D AF [ BF が示せた．定義 2.46
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で注意したように各 B " K に対し B " BF D .BF /F でもあるので，B 7! BF

は閉包作用子の公理を満たし，よってこれを閉包作用子とする位相がK に入る．
F が定義 2.26の (RF2)を満たすとすると，x 6D yなる任意の x; y 2 Kに対し，

補題 2.27より u 2 F が存在して u.x/ D 0 6D u.y/となり，従って u 2 F.K n ¹xº/,
y 62 u!1.0/であるので y 62 ¹xºF ,ゆえに ¹xºF D ¹xº.逆に任意の x 2 K に対し
¹xºF D ¹xºであるとすると，x 6D y なる任意の x; y 2 K に対し y 62 ¹xº D ¹xºF
より u 2 F.K n ¹xº/,すなわち u.x/ D 0なる u 2 F が存在して u.y/ 6D 0となる
ので，F は定義 2.26の (RF2)を満たす．

命題 2.48. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，B は K の空でない部分集
合で BF D B を満たすとする．このとき任意の x 2 K に対し，

RE.x; B/ WD R.E;F/.x; B/ WD
!
min¹E.u; u/ j u 2 F.K n B/, u.x/ D 1º

"!1

D max
u2F.KnB/n¹0º

ju.x/j2
E.u; u/

´
2 .0; distRE .x; B/!; x 2 K n B;

D 0; x 2 B

(2.61)

（ただし min ; WD 1, 1!1 WD 0, max ; WD 0）．
証明. x 2 B ならば ¹u 2 F.K n B/ j u.x/ 6D 0º D ; より (2.61) の各辺は
共に 0 に等しいので，以下 x 2 K n B とする．x 62 B D BF より 1B[¹xº

x 2
F jB[¹xº なので，定理 2.29より最小値 min¹E.u; u/ j u 2 F.K n B/, u.x/ D 1º D
min

u2F ; ujB[¹xºD1B[¹xº
x

E.u; u/は存在して v WD hE
B[¹xº

!
1B[¹xº

x

"
により達成され正

であり，またRE.x; B/ D E.v; v/!1 > 0が
®
ju.x/j2=E.u; u/

ˇ̌
u 2 F.K n B/ n ¹0º

¯
の最大値を与えることが (2.22)と全く同様にして示される．さらに任意の y 2 B
に対し (2.41)より RE.x; B/ D E.v; v/!1jv.x/ # v.y/j2 & RE.x; y/であるので，
y 2 B に対する下限を取ることで RE.x; B/ & distRE .x; B/を得る．

定理 2.49. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，B は K の空でない部分集
合で BF D B を満たすとする．このとき各 x 2 K に対し，gx

B 2 F.K n B/で任
意の u 2 F.K n B/について E.u; gx

B/ D u.x/を満たすものが唯 1つ存在する．さ
らに gB D gE

B D g
.E;F/
B W K % K ! Rを gB.x; y/ WD gx

B.y/で定めると，

0 & gB.x; y/ D gB.y; x/ & gB.x; x/ D RE.x; B/; x; y 2 K; (2.62)

jgB.x; y/ # gB.x; ´/j2 & RE.y; ´/gB.x; x/; x; y; ´ 2 K: (2.63)

証明. x 2 Kとする．主張の gx
B と同じ性質を v1; v2 2 F.K n B/が持つとすると，

u WD v1 # v2として E.v1 # v2; v1 # v2/ D E.u; v1/ # E.u; v2/ D 0なので (RF1)よ
り v1 # v2 2 R1K となり，これと B 6D ;, .v1 # v2/jB D 0から v1 # v2 D 0すなわ
ち v1 D v2 が従う．さらに x 2 B とするとき，gx

B WD 0 2 F.K n B/とおくとこ
れは任意の u 2 F.K n B/に対し E.u; gx

B/ D 0 D u.x/を満たし，また命題 2.48
より任意の y 2 K に対し 0 & gx

B.y/ D 0 & gx
B.x/ D 0 D RE.x; B/.

そこで x 2 K n B とし，x 62 B D BF より 1B[¹xº
x 2 F jB[¹xº であることに注

意して vx ; gx
B 2 F.K n B/を vx WD hE

B[¹xº
!
1B[¹xº

x

"
, gx

B WD RE.x; B/vx で定める．
すると定理 2.29（または命題 2.48の証明）より E.vx ; vx/ D RE.x; B/!1 であり，
そこで任意の u 2 F.K n B/に対し .u # u.x/vx/jB[¹xº D 0に注意して (2.42)より

E.u; gx
B/ D E.u # u.x/vx ; gx

B/ C E.u.x/vx ; gx
B/ D u.x/RE.x; B/E.vx ; vx/ D u.x/:

ゆえに gx
B は主張の性質を満たす．さらに任意の y 2 K に対し，命題 2.32より

0 & vx.y/ & 1なので 0 & gx
B.y/ D RE.x; B/vx.y/ & RE.x; B/ D gx

B.x/となる．
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最後に任意の x; y 2 K に対し，主張の gx
B ; g

y
B の性質と E の対称性より

gB.x; y/ D gx
B.y/ D E.gx

B ; g
y
B/ D E.g

y
B ; gx

B/ D g
y
B.x/ D gB.y; x/

であり，また (2.63)は u D gx
Bに対する (2.41)と E.gx

B ; gx
B/ D gx

B.x/から従う．

定義 2.50. Kを空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，BはKの空でない部分集合
でBF D Bを満たすとする．このとき定理 2.49の gB D gE

B D g
.E;F/
B W K%K ! R

を .E ;F/に関する B を境界とするGreen関数といい，どの .E ;F/に関してかが
文脈から明らかである場合には単に B を境界とする Green関数という．

実は有限集合上の抵抗形式に対する補題 2.20と同様に，定義 2.50の Green関
数は有効抵抗距離を用いて具体的に表示することができる．これを以下に定理 2.52
として述べるが，その主張と証明のために次の命題が必要である．

命題 2.51. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，B は K の空でない部分集
合で BF D B を満たすとする．KB WD .K n B/ [ ¹Bºとおき，%B W K ! KB を
x 2 K n Bに対し %B.x/ WD x,また x 2 Bに対し %B.x/ WD Bで定める．このとき

FB WD ¹u 2 RKB j u ı %B 2 Fº; (2.64)

EB.u; v/ WD E.u ı %B ; v ı %B/; u; v 2 FB (2.65)

と定めると .EB ;FB/ 2 RF.KB/であり，さらに

REB .%B.x/; %B.y// & RE.x; y/; x; y 2 K; (2.66)
REB .%B.x/; B/ D RE.x; B/; x 2 K: (2.67)

証明. 明らかに FB は RKB の線型部分空間，EB は FB 上の非負定値対称双線型
形式であり，¹u 2 F j E.u; u/ D 0º D R1K から ¹u 2 FB j EB.u; u/ D 0º D R1KB

が分かる．¹unºn2N " FBが limk^l!1 EB.uk #ul ; uk #ul / D 0を満たすとすると，
.F=R1K ; E/の完備性から v 2 Fが存在して limn!1 E.v#unı%B ; v#unı%B/ D 0
となるが，このときx; y 2 Bとすると，各n 2 Nに対しunı%B.x/ D un.B/ D unı
%B.y/なので (2.41)よりv.x/#v.y/ D limn!1.unı%B.x/#unı%B.y// D 0.よって
vjB 2 R1Bなので，́ 2 Bを任意に取りu 2 RKB をujKnB WD vjKnB , u.B/ WD v.´/
で定めると u ı %B D v 2 F ,従って u 2 FB かつ limn!1 EB.u # un; u # un/ D 0
となる．以上で .FB=R1KB

; EB/の完備性が得られ，(RF1)が示せた．
(RF2)を示すために x; y 2 KB , x 6D yとする．一般性を失うことなく y 2 KnB

と仮定してよい．Bx " K を x 2 K n B のとき Bx WD B [ ¹xº, x D B のとき
Bx WD B で定める．このとき BF D B と命題 2.47より y 62 Bx D .Bx/F なので
v 2 F.K n Bx/が存在して v.y/ 6D 0となり，そこで u 2 RKB を ujKnB WD vjKnB ,
u.B/ WD 0で定めると，vjBx D 0より u ı %B D v 2 F なので u 2 FB であり，ま
た u.y/ D v.y/ 6D 0 D u.x/.ゆえに (RF2)が成り立つ．

x; y 2 K とすると，各 u 2 FB n R1KB
に対し u ı %B 2 F n R1K なので

ju.%B.x// # u.%B.y//j2
EB.u; u/

D ju ı %B.x/ # u ı %B.y/j2
E.u ı %B ; u ı %B/

& RE.x; y/ < 1

であり，u 2 FB nR1KB
について上限を取ることで (RF3)とREB .%B.x/; %B.y// &

RE.x; y/を得る．また，u 2 FBとすると .uC ^1/ı%B D .uı%B/C ^1 2 Fなので
uC ^1 2 FBであり，さらに EB.uC ^1; uC ^1/ D E..uı%B/C ^1; .uı%B/C ^1/ &
E.u ı %B ; u ı %B/ D EB.u; u/となるので (RF4)が成り立つ．
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最後に (2.67)を示そう．x 2 B に対しては REB .%B.x/; B/ D 0 D RE.x; B/
となり (2.67) は成り立つので，以下 x 2 K n B とする．このとき u 2 FB で
u.x/ D 1, u.B/ D 0を満たすものを任意に取り v WD u ı %B とおくと，明らかに
v 2 F.K n B/かつ v.x/ D 1.逆に v 2 F.K n B/で v.x/ D 1を満たすものを任意
に取るとき，u 2 RKB を ujKnB WD vjKnB , u.B/ WD 0で定めると，vjB D 0より
uı%B D v 2 F となるので特に u 2 FB であり，また u.x/ D v.x/ D 1, u.B/ D 0.
これらの事実と (2.65)より

¹EB.u; u/ j u 2 FB , u.x/ D 1, u.B/ D 0º D ¹E.v; v/ j v 2 F.K n B/, v.x/ D 1º

が分かり，これと (2.46)及び (2.61)より REB .%B.x/; B/ D RE.x; B/を得る．

定理 2.52. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とし，B は K の空でない部分集
合で BF D B を満たすとする．このとき

gB.x; y/ D RE.x; B/ C RE.y; B/ # REB .%B.x/; %B.y//

2
; x; y 2 K; (2.68)

jgB.x; y/ # gB.x; ´/j & REB .%B.y/; %B.´// & RE.y; ´/; x; y; ´ 2 K: (2.69)

証明. x 2 K とし，各 y 2 K に対し (2.68)の右辺を vx.y/とおくことで vx 2 RK

を定める．gB.x; $/ D vxを示そう．x 2 Bに対しては，(2.62)より gB.x; $/ D 0,ま
た (2.67)より vx D 0であるので，gB.x; $/ D vx .そこで以下 x 2 K nBとする．こ
のときy 2 Bに対しては再び (2.67)よりgB.x; y/ D 0 D vx.y/であり，また (2.62)
より gB.x; x/ D RE.x; B/ D vx.x/であるので，gB.x; $/jKn.B[¹xº/ D vxjKn.B[¹xº/

を示せばよい．
gB.x; $/jB D vxjB D 0 なので，fx ; ux 2 RKB を fxjKnB WD gB.x; $/jKnB ,

uxjKnB WD vxjKnB , fx.B/ WD 0 DW ux.B/で定めると fx ı %B D gB.x; $/ 2 F かつ
ux ı %B D vx であり，特に fx 2 FB .さらに uj¹x;Bº D 0を満たす任意の u 2 FB

に対し uı%B 2 F.K nB/なので EB.u; fx/ D E.uı%B ; gB.x; $// D u.x/ D 0とな
り，ゆえに fxは .EB ;FB/に関して ¹x; Bº-調和，すなわち fx D hEB

¹x;Bº.fxj¹x;Bº/.
さて任意に y 2 Kn.B [¹xº/ D KB n¹x; Bºを取りV WD ¹x; y; Bº, L WD LEB jV

とおく．このとき前段落の結果と命題 2.33より fxjV D h
EB jV
¹x;Bº.fxj¹x;Bº/であり，

一方系 2.34より REB jV $V D RLなので ux ı %B D vx の定義と (2.67)及び (2.27)
から uxjV D gL

B .x; $/,従って補題 2.20より uxjV は .EL;RV / D .EB jV ;RV /に関
して ¹x; Bº-調和，すなわち uxjV D h

EB jV
¹x;Bº.uxj¹x;Bº/である．ところが fx.x/ D

gB.x; x/ D vx.x/ D ux.x/かつ fx.B/ D 0 D ux.B/なので fxj¹x;Bº D uxj¹x;Bº,
従って fxjV D hEB

¹x;Bº.fxj¹x;Bº/ D hEB

¹x;Bº.uxj¹x;Bº/ D uxjV であり，y 2 V なので
gB.x; y/ D fx.y/ D ux.y/ D vx.y/となる．
以上で gB.x; $/jKn.B[¹xº/ D vxjKn.B[¹xº/が分かり，(2.68)が示せた．さらに命

題 2.51と系 2.34よりREB 2 RM.KB/,特にREB はKB 上の距離関数であるので，
(2.69)は (2.68), (2.67)とREB に対する 3角不等式及び (2.66)から直ちに従う．

命題 2.48,定理 2.49,命題 2.51,定理 2.52では条件BF D B が「B はKの閉集
合である」という仮定に相当している．実際，定義 2.46で述べた通り B " K に
対し BF は .K; RE/の閉集合，従って BF D B を満たす B " K も .K; RE/の閉
集合である．しかしBが .K; RE/の閉部分集合であってもBF D Bは一般には成
り立たず，.K; RE/が局所コンパクト可分完備である場合に限っても同様である．
次の演習 2.5はそのような抵抗形式 .E ;F/と .K; RE/の閉集合 B の例を与える．
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演習 2.5 ([31, Example 5.5]). m ' 2なる m 2 Nに対し Vm WD ¹0; 1; : : : ; mºとお
き，Lm 2 LA.Vm/を次で定める：

.Lm/xy WD

8̂
<
:̂

2 jx # yj D 1もしくは jx # yj D m,
1 ある k 2 ¹1; : : : ; mº n ¹1; mºにより ¹x; yº D ¹0; kº,
0 x; y 2 ¹1; : : : ; mº, jx # yj ' 2.

(2.70)

(1) S WD ¹.Vm; Lm/º1
mD2 は有限集合上の Laplacianの適合列であることを示せ．

(2)各 x; y 2 Nに対し RS.0; x/ D 1
3 , RS.x; y/ D 2

3 .1 # 2!jx!yj/であることを示
せ．（従って .N[ ¹0º; RS/は局所コンパクト可分完備距離空間であり，さらにその
位相は離散位相，すなわちN[ ¹0ºの任意の部分集合は開集合かつ閉集合である．）
(3) ¹u 2 FS j ujN D 0º D ¹0ºであることを示せ．（従って NFS D N[ ¹0ºである．）

実は次の 2つの定理に述べる通り，B が .K; RE/のコンパクト部分集合であ
れば BF D B が成り立ち，また .K; RE/がコンパクトであれば .K; RE/の任意の
閉部分集合 B に対し BF D B が成り立つ．

定理 2.53. K を空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．
(1) B をK の空でない部分集合とする．x 2 K は distRE .x; B/ > 0を満たすとし，
V はBの有限部分集合でB " S

y2V BRE

!
y; 1

2 distRE .x; B/
"
を満たすと仮定する．

このとき x 62 BF であり

.4 $ #V /!1 distRE .x; B/ & RE.x; BF / & distRE .x; BF /: (2.71)

(2) B が .K; RE/のコンパクト部分集合ならば BF D B .

証明. (1) y 2 K n ¹xºとし，命題 2.47より ¹yºF D ¹yºが成り立つことに注意
して uy WD RE.x; y/!1g¹yº.x; $/ とおく．(2.62), (2.61), (2.46) より g¹yº.x; x/ D
RE.x; ¹yº/ D RE.x; y/なので，定理 2.49及び (2.69)により uy 2 F.K n ¹yº/,

RE.x; y/E.uy ; uy/ D E.uy ; g¹yº.x; $// D uy.x/ D 1; (2.72)
0 & RE.x; y/uy.´/ D g¹yº.x; ´/ # g¹yº.x; y/ & RE.y; ´/; ´ 2 K: (2.73)

そこでさらに y 2 B , ´ 2 BRE

!
y; 1

2 distRE .x; B/
"
と仮定すると，RE.y; ´/ <

1
2 distRE .x; B/ & 1

2 RE.x; y/であるので (2.73)により uy.´/ & 1
2 となる．

さて，distRE .x; B/ > 0より x 2 K n B " K n V なので各 y 2 V に対し前段落
の uy 2 F が定まることに注意して，v WD miny2V uy とおく．このとき系 2.39-(2)
より v 2 F , (2.72)の最後の等号から v.x/ D 1, (2.73)の最初の不等式より v ' 0
であり，さらに各 ´ 2 Bに対し，仮定より y 2 V を ´ 2 BRE

!
y; 1

2 distRE .x; B/
"
と

なるように選ぶことができるので前段落の最後の議論から 0 & v.´/ & uy.´/ & 1
2 .

そこで u WD 2v # .2v/C ^ 1とおけば，u 2 F.K n B/ D F.K n BF /かつ u.x/ D 1,
従って x 62 BF であり，さらに .BF /F D BF に注意して命題 2.48,定理 2.38-(1),
系 2.39-(2), (2.72)と V " B から

distRE .x; BF /!1 & RE.x; BF /!1 & E.u; u/ & E.2v; 2v/ D 4E.v; v/

& 4
X
y2V

E.uy ; uy/ D 4
X
y2V

RE.x; y/!1 & .4 $ #V / distRE .x; B/!1

となるので，(2.71)が得られる．
(2)命題 2.47より ;F D ;であるので，B 6D ;と仮定してよい．x 2 K n B とす
る．このとき B のコンパクト性から distRE .x; B/ D miny2B RE.x; y/ > 0であり，
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すると B " S
y2B BRE

!
y; 1

2 distRE .x; B/
"
であるので再び B のコンパクト性から

B の有限部分集合 V が存在して B " S
y2V BRE

!
y; 1

2 distRE .x; B/
"
となる．よっ

て (1)より x 62 BF であるので，BF " B ,すなわち BF D B が従う．

定理 2.54. Kを空でない集合，.E ;F/ 2 RF.K/とする．Kを距離関数REにより位
相空間と見なし，Kはコンパクトであると仮定する．このときF は .C.K/; k $k1/
の稠密な線型部分空間であり，さらにK の任意の閉部分集合 B に対し BF D B .

定理 2.54は，位相空間論においてよく知られている次の定理から容易に従う．

定理 2.55 (Stone–Weierstrassの定理). K をコンパクト位相空間，F を C.K/の線
型部分空間とするとき，F が次の 3条件を満たすならば F は .C.K/; k $ k1/にお
いて稠密である：
(SW1)任意の u; v 2 F に対し uv 2 F .
(SW2) x 6D y なる任意の x; y 2 K に対し，u 2 F が存在して u.x/ 6D u.y/.
(SW3)任意の x 2 K に対し v 2 F が存在して v.x/ 6D 0.

証明. 位相空間論の標準的な教科書（例えば [47,定理 29.4]）を参照のこと．

定理 2.55は有名な定理ではあるが，学部生にとって馴染み深いとは言い難い
と思われる．そこで以下ではまず定理 2.54の定理 2.55を用いた証明を紹介し，そ
の後で定理 2.55を用いない定理 2.54の直接証明を与えることにする．

定理 2.54の証明. まず (2.41)よりF " C.K/なのでF はR上の線型空間 C.K/の
線型部分空間である．またコンパクト位相空間 K 上の任意の R-値連続関数 f 2
C.K/は最大値と最小値を持ち（例えば [47,定理 22.3-系]を参照）特に kf k1 D
maxx2K jf .x/j < 1 を満たすので，系 2.39-(3) により任意の u; v 2 F に対し
uv 2 F である．さらに F は定義 2.26 の (RF2) すなわち定理 2.55 の (SW2) を
満たし，かつ定義 2.26の (RF1)より任意の x 2 K に対し v WD 1K 2 F と取れ
ば v.x/ D 1 6D 0,すなわち F は定理 2.55の (SW3)も満たす．よって K と F は
Stone–Weierstrassの定理（定理 2.55）の仮定を全て満たすので，同定理により F
は .C.K/; k $ k1/の稠密な線型部分空間である．

B を K の閉部分集合とする．このとき B はコンパクト位相空間 K の閉部分
集合としてコンパクトなので BF D B は定理 2.53-(2)から直ちに得られるが，次
のように F が .C.K/; k $ k1/ において稠密であることを用いて示すこともでき
る．命題 2.47より ;F D ;であるので，B 6D ;と仮定して BF D B を示せば
よい．x 2 K n B とし，f 2 RK を f WD distRE .$; B/ で定めると，RE に対す
る 3角不等式から容易に f 2 C.K/が分かり，また明らかに f jB D 0,さらに B
が K の閉集合であることと x 2 K n B から f .x/ > 0となる．次に g 2 C.K/
を g WD 3

f .x/ f # 1で定めると，F が .C.K/; k $ k1/において稠密であることか
ら u 2 F が存在して ku # gk1 & 1となり，すると g.x/ D 2であることから
u.x/ ' g.x/ # ku # gk1 ' 1,また gjB D #1であることから任意の y 2 B に対
し u.y/ & g.y/ C ku # gk1 & 0.そこで v WD uC ^ 1とおけば v 2 F.K n B/かつ
v.x/ D 1,従って x 62 BF となるので，BF " B ,すなわち BF D B .

定理 2.54の定理 2.55を用いない直接証明. [47, 定理 29.4の証明-(4),(5)]に倣う．
(2.41)よりF " C.K/なのでFは C.K/の線型部分空間である．Fが .C.K/; k $k1/
において稠密であることを示すため，f 2 C.K/と " 2 .0; 1/を任意に取る．
まず，x 2 Kを任意に取るとき，v 2 Fが存在して v.x/ D f .x/かつ v > f #"

となることを示そう．Fx WD ¹u 2 F j u.x/ D f .x/ºとおく．任意の y 2 K に
対し，補題 2.27より u 2 F が存在して u.x/ D f .x/かつ u.y/ D f .y/であり，
すると u 2 Fx かつ y 2 .u # f /!1..#"; 1// であるが，y 2 K は任意なので
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K D S
u2Fx

.u#f /!1..#"; 1//となる．ここで各 u 2 Fxに対し u#f 2 C.K/な
ので .u#f /!1..#"; 1//はKの開集合であり，従ってKがコンパクトであるとの仮
定によりm 2 Nと ¹uj ºm

j D1 " Fxが存在してK D Sm
j D1.uj #f /!1..#"; 1//.そこ

で v WD maxj 2¹1;:::;mº uj と定めると，系 2.39-(2)により v 2 F ,また ¹uj ºm
j D1 " Fx

より v.x/ D f .x/であり，さらにK D Sm
j D1.uj # f /!1..#"; 1//より v > f # ".

次に G WD ¹v 2 F j v > f # "ºとおく．このとき任意の x 2 K に対し，前段
落の結果により v 2 G が存在して v.x/ D f .x/,従って x 2 .v # f /!1..#1; "//
であるが，x 2 K は任意なので K D S

v2G.v # f /!1..#1; "//となる．ここで
各 v 2 G に対し v # f 2 C.K/ なので .v # f /!1..#1; "// は K の開集合であ
り，従って K がコンパクトであるとの仮定により n 2 N と ¹vkºn

kD1 " G が存
在して K D Sn

kD1.vk # f /!1..#1; "//. そこで w WD mink2¹1;:::;nº vk と定める
と，系 2.39-(2)により w 2 F ,また ¹vkºn

kD1 " G より w > f # "であり，さら
に K D Sn

kD1.vk # f /!1..#1; "//より w < f C ",従って kw # f k1 & ".すな
わち「w 2 F が存在して kw # f k1 & "」が得られたが，ここで f 2 C.K/と
" 2 .0; 1/は任意だったのでこれは任意の f 2 C.K/が .C.K/; k $ k1/における F
の閉包に属することを意味し，ゆえに F は .C.K/; k $ k1/において稠密である．

K の任意の閉部分集合 B に対し BF D B であることの証明は，上述の定理
2.54の（定理 2.55を用いた）証明の第 2段落と全く同様である．

第 2章参考文献
本章で取り扱った抵抗形式の一般論は [27]において初めて導入され，[28, Chapter
2]で整理された後 [29, 31]でさらに詳しく研究されたものである．本章の記述は主
に [28, Chapter 2]に従っているが，[31]で新しく得られた結果も一部盛り込んだ．

2.1節の記述は，定理 2.16-(2)の証明と補題 2.20以外は [28, Section 2.1]に従っ
た．補題 2.20とその証明は [31, Proof of Theorem 4.3]から採った．[28, Section
2.1]では定理 2.16-(2)は #V についての数学的帰納法を用いた具体的な計算によ
り証明されている．ここで与えた補題 2.20に基づく定理 2.16-(2)の証明も専門家
には事実上既知であるはずだが，同じ証明を与えている文献の心当たりは筆者に
はない．なお，2.1節では有限集合上のDirichlet形式の解析的側面のみを取り扱っ
たが，これは実は有限集合上のMarkov連鎖を用いて確率論的に理解することが
可能である．そういった確率論的側面の詳しい記述は例えば熊谷隆氏による日本
語の教科書 [33,第 3章]で与えられているので合わせて参照されたい．

2.2節の記述は [28, Section 2.2]に従った．
2.3節は [28, Section 2.3]の記述を [31, Chapters 2–6 and 8]の内容と融合させ整

理・改良するとともに，[28, Theorem 2.3.6]では省略されていた定理 2.36の正確
な主張と証明，及び抵抗形式のMarkov性にまつわる定理 2.38,系 2.39を補ったも
のである．補題 2.27は [31, Proposition 3.2]から採った．定理 2.29は [31, Chapter
8]によるが，そこでは仮定されていた .K; RE/の可分性を必要としない証明を本
稿では与えた．定理 2.38,系 2.39と同様の性質は一般の Dirichlet形式に対しても
（多少の修正の下で）成り立つことが知られているが，これについては [12, Section
1.4], [11, Section 1.1], [41, Section I.4], [9, Sections I.2 and I.3]を参照のこと．定義
2.46と命題 2.47は [31, Chapter 2]から，命題 2.48,定理 2.49,定義 2.50,命題 2.51,
定理 2.52は [31, Chapter 4]から，演習 2.5と定理 2.53は [31, Chapter 5]から，定
理 2.54は [31, Chapter 6]から，それぞれ採った．
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