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1 変数変換型積分公式
最も歴史の古い数値積分公式は，多項式
による補間型積分公式である．例えば，標
本点を等間隔にとって区間を線分で補間す
る台形則，放物線で補間するシンプソン則，
さらに高次多項式で補間する高次ニュート
ン・コーツ則やガウス則などがよく知られ
ている．一方，変数変換型積分公式は 1960

年代以降使われるようになった比較的新し
い積分公式である [1, 2, 6]．この公式は，計
算対象の積分を変数変換して補間型積分公
式を適用するという手順を 1つの積分公式
とみなしたものであり，従来の補間型積分
公式にはない特徴を持つ新しい公式といえ
る．そして，その最大の特徴は広義積分が
計算可能となることである．そこでは，無
数に存在する変数変換と補間型積分公式の
中からどれを選んで適用するかが最も重要
となる．

2 二重指数関数型積分公式
1974年に高橋・森は，ある種の最適な変
数変換型積分公式として二重指数関数型積
分公式 (DE公式)を提案した [8, 13, 15]．こ
の提案の背景には，

1. 台形則が，解析的周期積分や全無限
区間積分に対して漸近的に最適な積
分公式となることの証明 [3, 7]

2. 誤差の特性関数を用いることで，任
意の積分公式に関する性能を可視化
[3, 5, 6]

3. 最適な変数変換の導出を考察する際
に，物理学的観点を採用 [8]

が存在する．背景 1より，補間型積分公式
には台形則を用いるのが理想的となり，あ
とは最適な変数変換がわかれば目的の最適
公式が得られる．そこで，高橋・森は全無
限区間の台形則を用いる変数変換に限定し
て背景 2, 3による解析を行い，変数変換後
の被積分関数が漸近的にO(exp(−c exp |t|))
(t → ±∞)で減衰する変換 (DE変換)が最
適であると結論付けた．ただ，背景3は数学
的な厳密さに欠けていたため，欧米の研究
者から最適性が疑問視されていた [12, 19]．
そこで，1997年に杉原は，全無限区間の台
形則を用いる変換でDE変換が最適である
ことを数学的に証明した [22]．DE公式以外
のものでは，周期積分に変換する変数変換
型積分公式が IMT型公式 [4, 9, 11, 14, 30]

として知られているが，現時点でDE公式
よりも漸近的な性能は上回っていない．

3 DE公式の発展
1974年の高橋・森のDE変換は，多くの

広義積分に対して有効であるが，それでも
計算することができない応用上重要な積分
があり，特に無限区間の収束の遅い振動積
分はうまく計算できなかった [10, 16]．こ
の欠点を克服するため，1991年に大浦・森
は，振動積分に対するDE公式を提案した
[18, 20, 24]．この公式の簡潔な仕組は，変
数変換に加えて積分値を近似的に保存した
状態で振動項を取り除くという手順を，1

つのDE変換として扱ったものである [29]．
さらに現在，様々な積分計算に対応する

DE公式が提案され利用されている [17, 21,

23, 25, 26, 27, 28]．主な応用例として，数



式処理システムであるMathematicaの数値
積分にこのDE公式は組み込まれている．
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