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• 環上の加群の定義と，準同型定理などのお決まりの議論を確認する．
• 線形代数の知識を復習する（特に表現行列について）．

注意：体 k 上の線形空間とは，以下を満たす 4つ組 (V,+, ·, 0V )のことであった．ここで ·は写像
k × V → V であった．

(1) (V,+, 0V )は可換群．

(2) ∀λ ∈ k, ∀µ ∈ k, ∀v ∈ V, (λµ)v = λ(µv).

(3) ∀λ ∈ k, ∀µ ∈ k, ∀v ∈ V, (λ+ µ)v = λv + µv.

(4) ∀λ ∈ k, ∀v ∈ V, ∀w ∈ V, λ(v + w) = λv + λw.

(5) ∀v ∈ V, 1kv = v.

定義：上で体 k を環 Rに変えたものが，左 R加群の定義である．

注意：0V は一意的であり，∀v ∈ V, 0kv = 0V . また v ∈ V の加法逆元は一意的で −v と書き，

(−1k)v = −v や −(−v) = v が成立する（環のときと同様）．

注意：体 k について，k 線形空間 V,W の間の写像 f : V → W が k 線形写像とは

(1) ∀v ∈ V, ∀v′ ∈ V, f(v + v′) = f(v) + f(v′).

(2) ∀λ ∈ k, ∀v ∈ V, f(λv) = λf(v).

定義：上で体 k を環 Rに変えたものが，左 R加群準同型の定義である（左 R線形とも言う）．

注意：f(0V ) = 0W .

注意：idV : V → V は線形写像で，線形写像の合成も線形写像．

注意：(1),(2)⇔ ∀λ ∈ k, ∀µ ∈ k, ∀v ∈ V, ∀v′ ∈ V, f(λv + µv′) = λf(v) + µf(v′).

注意：以下，この講義では環 Rは可換環を扱い，左という形容詞をつけない．

例：· : Z× 2Z → 2Z, (a, b) 7→ abとすると，(2Z,+, ·, 0)は Z加群で 2Z → 2Z, x 7→ 2xは Z線形．

例：体 k と自己 k 線形 f : V → V について，V は k[x]加群になる．ここで

· : k[x]× V → V, (a0x
n + ·+ an, v) 7→ a0f

n(v) + · · ·+ anv.

定義：R加群 V の部分集合W ⊆ V が，V の R部分加群とは

(1) W 6= ∅.
(2) ∀v ∈ W,∀v′ ∈ W, v + v′ ∈ W .

(3) ∀a ∈ R, ∀v ∈ W,av ∈ W .

注意：(1),(2),(3)と (1’),(2),(3)は同値．ここで「(1’)：0V ∈ W」.

注意：(2)と (3)は以下と同値：∀a ∈ R, ∀a′ ∈ R, ∀v ∈ W,∀v′ ∈ W,av + bv′ ∈ W .

例：可換環 (R,+, ·, 0, 1)について，(R,+, ·, 0)は R加群．Rの R部分加群 I と，Rのイデアル I

は同じ概念である．



定義：R加群 V と R部分加群W ⊆ V について，

v ∼ v′ ⇔ v − v′ ∈ W

は，V 上の同値関係になるが，この商集合 V/W = {[u] | u ∈ V }は，以下で R加群になる

[u] + [u′] := [u+ u′], a[u] := [au], 0V/W := [0V ], where a ∈ R, u, u′ ∈ V.

記法：[u] = [u]W = Cu = {v ∈ V | u ∼ v}である．v ∼ v′ を v ≡ v′ (mod W )とも書く．

定義：R準同型 f : V → W が R同型とは：∃g : W → V：R準同型 s.t. g ◦f = idV , f ◦ g = idW .

命題：R準同型 f : V → W について，f が R同型⇔ f は全単射．

証明：環のときと同様．

命題（商加群の普遍性）：R加群の部分 R加群W による商 R加群 V/W は，以下の普遍性を持

つ（ここで p : V ↠ V/W, u 7→ [u]は自然な全射 R線形）：

任意の R加群 Z と，任意の R線形 f : V → Z で

∀v ∈ V, ∀v′ ∈ V, v ≡ v′ (mod W ) ⇒ f(v) = f(v′)

となるものについて，f̄ ◦ p = f となる R線形 f̄ : V/W → Z がただ 1つ存在する．
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証明：環のときと同様．商集合の普遍性より，（単なる）写像 f̄ で，f̄ ◦ p = f となるものがただ 1

つ存在する．f̄ が R線形であることが，f̄([u]) = f(u)から（ここで u ∈ V），容易に確認できる．

定理（加群の準同型定理）：R準同型 f : V → W について，f̄ : V/Ker f
∼→ Im f は R同型．

注意：Ker f := f−1(0W )は V の R部分加群．Im f := f(V )はW の R部分加群．

証明：環のときと同様．∀u ∈ V, ∀u′ ∈ V, f(u) = f(u′) ⇔ u − u′ ∈ Ker f を確認すれば，普遍性

から単射 R準同型 f̄ : V/Ker f ↪→ W が得られる．

定義：体 k 上の k 線形空間 V の元 v1, · · · , vn ∈ V が

(1) k 線形独立⇔
∑n

i=1 aivi = 0ならば a1 = · · · = an = 0（ここで a1, · · · , an ∈ k）.

(2) V を k 生成する⇔ V = 〈v1, · · · , vn〉 := {
∑n

i=1 aivi | ai ∈ k}.
(3) k 基底⇔ (1)かつ (2).

注意：(3)⇔ ∀v ∈ V, ∃!(a1, · · · , an) ∈ kn, v =
∑n

i=1 aivi（i.e., 任意のベクトルは座標を持つ）.

証明：(⇐)：(2)は明らか．0V =
∑n

i=1 0kvi から (1)が従う．

(⇒)：v =
∑n

i=1 aivi =
∑n

i=1 biviなら
∑

i=1(ai−bi)vi = 0V =
∑n

i=1 0kvi．よって ∀i, ai−bi =

0k．以上より ∃!を言うには ∃を言えばよいが，それは (2)そのものである．
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定義：体 k 上の k 線形空間 V が k 有限生成とは：

∃n ≥ 0,∃v1 ∈ V, · · · ,∃vn ∈ V, V = 〈v1, · · · , vn〉.

注意：n = 0のとき，空な元の族 {vi | 1 ≤ i ≤ n}は形式的に (1)を満たし，〈〉 = {0V }．つまり零
線形空間 {0}は空な基底を持つ（この講義では）．

例：Cn は C有限生成だが，C[x]は C有限生成ではない．

定理：体 k 上の有限生成線形空間 V は基底を持つ．より正確に，V = 〈v1, · · · , vℓ〉 のとき，線
形独立な w1, · · · , wm ∈ V について，（必要なら）v1, · · · , vℓ からいくつか vi1 , · · · , vij を取って
（1 ≤ i1 < · · · < ij ≤ `），w1, · · · , wm, vi1 , · · · , vij を V の基底にできる．

証明：〈w1, · · · , wm, vi1 , · · · , vij 〉 = V となる 1 ≤ i1 < · · · < ij ≤ `のうち，j が最小のものが基

底になっていることを言えばよい．線形独立性を言えばよく，
∑m

i=1 aiwi +
∑j

ℓ=1 bℓviℓ = 0 で，

∃`0, bℓ0 6= 0とすると，w1, · · · , wm, vi1 , · · · , vij から viℓ0 を除いたものも生成系になってしまう．

よってこのとき
∑m

i=1 aiwi = 0だが，w1, · · · , wm の線形独立性の仮定より ∀i, ai = 0.

定理：上の定理で基底の数は一意的（これを V の次元と言って，dimV とか dimk V と書く）．

証明：V = 〈v1, · · · , vℓ〉のとき，s > `なる任意の u1, · · · , us ∈ V は線形従属であることから従う．

命題：k 線形空間 V が基底 v1, · · · , vn を持つとき，任意の線形空間W について以下は全単射．

Homk(V,W ) := {f : V → W | f は k 線形 } → Wn, f 7→ (f(v1), · · · , f(vn)).

注意：このことを「線形写像を与えることと，基底の行き先を決めることは同じ」と表現する．

証明：(w′
1, · · · , w′

n) ∈ Wn について，ϕ : V → W を

∀v ∈ V, ∃!(c1, · · · , cn) ∈ kn, v =
∑n

i=1 civi だが，このとき ϕ(v) :=
∑n

i=1 ciw
′
i

と定めると，これは k 線形で，命題中の写像の逆写像になっていることが確認できる．

注意：Homk(V,W )に自然に k 線形空間の構造が入り，命題中の全単射は k 線形同型にもなる．

系：上の命題で，さらにW が基底 w1, · · · , wm を持つとする．以下の対応は全単射．

Homk(V,W ) → Mm,n(k), f 7→ (aij)1≤i≤m,1≤j≤n, where f(vj) =
m∑
i=1

aijwi.

注意：(aij)i,j を，V の基底 v1, · · · , vn とW の基底 w1, · · · , wm に関する f の表現行列と言う．

命題：k 線形 V
f→ W

g→ U を考える．V の基底 v1, · · · , vℓ, W の基底 w1, · · · , wn, U の基底

u1, · · · , um が取れるとき，f の表現行列を B ∈ Mn,ℓ(k), g の表現行列を A ∈ Mm,n(k), gf の表

現行列を C ∈ Mm,ℓ(k)とする．このとき C = AB.
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証明：それぞれの成分は

f(vp) =

n∑
i=1

bipwi, g(wq) =

m∑
j=1

ajquj , (gf)(vr) =

m∑
k=1

ckruk

で定義されている．

g(f(vp)) =

n∑
i=1

bipg(wi) =

n∑
i=1

m∑
j=1

bipajiuj =

m∑
j=1

(

n∑
i=1

ajibip)uj

だが，展開の一意性より ckr =
∑n

i=1 akibir. つまり C = AB．

系：行列積に関して結合法則が成立する．つまり

∀P ∈ Ma,b(k),∀Q ∈ Mb,c(k),∀R ∈ Mc,d(k), (PQ)R = P (QR).

証明：kd
FR−→ kc

FQ−→ kb
FP−→ ka で，写像の合成に関して (FP ◦FQ) ◦FR = FP ◦ (FQ ◦FR)が成立

するため．ここで A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n について，FA : kn → km,x 7→ Axは k線形で，kn, km

それぞれの標準基底に関する FA の表現行列は Aであることに注意しよう．

定義：V が基底 B : v1, · · · , vn と B′ : v′1, · · · , v′n を持つとき，B から B′ への変換行列 P =

(pij)1≤i,j≤n ∈ Mn(k)を以下で定める．

v′j =

n∑
i=1

pijvi．

命題：P は可逆行列（つまり P ∈ GLn(k)）．

証明：B′ から B への変換行列を Qとすると，PQ = En = QP が確認できる．

定理：k 線形写像 f : V → W を考える．V が基底 BV : v1, · · · , vn と基底 B′
V : v′1, · · · , v′n を持

ち，W が基底 BW : w1, · · · , wm と基底 B′
W : w′

1, · · · , w′
m を持つとする．このとき

• A ∈ Mm,n(k)を基底 BV , BW に関する f の表現行列，

• B ∈ Mm,n(k)を基底 B′
V , B

′
W に関する f の表現行列，

• P ∈ GLn(k)を基底 BV から B′
V への変換行列，

• Q ∈ GLm(k)を基底 BW から B′
W への変換行列

とすると，B = Q−1AP .

証明：これまでと同様．

注意：A ∈ Mm,n(k)について，P ∈ GLn(k)と Q ∈ GLm(k)をうまく選んで，Q−1AP を「きれ

いに」したのがランク標準形である．

注意：V = W のとき，A ∈ Mn(k)について，P ∈ GLn(k)をうまく選んで，P−1AP を「きれい

に」したのがジョルダン標準形である．
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