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• 有限体の応用．
• 1のべき根について（平方剰余の相互法則）．
• クンマー拡大とその応用．

命題：pが素数で n ≥ 1とする．体 F,F′ が |F| = |F′| = pn ならば F ∼= F′.

証明：F× ∼= Cpn−1 だったことを思い出す（有限アーベル群の構造定理を仮定して証明した）．よっ
て ∀x ∈ F×, xpn−1 = 1なので ∀x ∈ F×, xpn

= x. F× の原始根 x0 を選び，f(x) = Irr(Fp;x0)と
する．f(x)|xpn − xである．F = Fp[x0] ∼= Fp[x]/(f(x))で，∀y ∈ F′, yp

n − y = 0でもあるので，
∃y0 ∈ F′, f(y0) = 0. F′ ⊇ Fp[y0] ∼= Fp[x]/(f(x))なので，F′ = Fp[y0] ∼= Fp[x]/(f(x)) ∼= F.

記法：位数 pn の有限体を Fpn とか GF(p, n)のように書く．これは同型を除いて一意的だが，上
の命題で自然な同型を選ぶことはできない（と思う）．

応用（フィボナッチ数列の周期）：a0 = 0, a1 = 1, an+2 = an + an+1（n ≥ 2）で定まる数列
(an)n≥0 を（この講義では）フィボナッチ数列という．一般項の公式

an =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n)
は，素数 p 6= 2, 5について Fp または Fp2 で意味を持つ．

事実：素数 p 6= 2, 5について，x2 − 5が Fp[x]で既約⇔ p ≡ ±2 (mod 5).

証明：平方剰余の相互法則（後述）から従う．

系：素数 pについて

(1) p ≡ ±1 (mod 5)ならば ∀n ≥ 0, an+p−1 = an.

(2) p ≡ ±2 (mod 5)ならば ∀n ≥ 0, an+p2−1 = an.

補題：体 Fの標数が素数 pのとき，σF : F → F, x 7→ xp は準同型（フロベニウス射）．

証明：σF(a+ b) = σF(a) + σF(b)のみ非自明で，これは 0 < ∀i < p,

(
p

i

)
∈ pZから従う．

定義：拡大 F ⊆ F′ について，
Gal(F′/F) := {f : F′ ∼→F′ | f |F = idF}

は群（ここで /は慣習的に使われるもので，商とは関係がない）．

定理：素数 p ≥ 2と n ≥ 1について，Gal(Fpn/Fp) ∼= Cn, σ
x
Fpn

7→ x（群同型）.

証明：σFpn
は単射なので全単射（つまり σFpn

∈ Gal(Fpn/Fp)）．また F×
pn

∼= Cpn−1 だったか
ら，σFpn

の位数は nである．よって |Gal | ≥ n. さらに Fp[x]/(f(x)) ∼= Fpn = Fp(θ)とすると，
τ ∈ Galについて f(τ(θ)) = 0かつ τ 6= τ ′ ならば τ(θ) 6= τ ′(θ)なので |Gal | ≤ n.



記法：拡大 F ⊆ F′ と部分群 G ⊆ Gal(F′/F)について

F′G := {x ∈ F′ | ∀τ ∈ G, τ(x) = x}.

定義：有限次拡大 F ⊆ F′ がガロア拡大⇔ F′Gal(F′/F) = F.

系：素数 p ≥ 2と n ≥ 1について，拡大 Fp ⊆ Fpn はガロア拡大．

注意：ガロア理論の基本定理とは，ガロア拡大 F ⊆ F′について，中間体 F ⊆ M ⊆ F′とGal(F′/F)
の部分群とを 1対 1対応つけるものである．

応用（フィボナッチ数列の周期の精密化）：素数 p ≡ ±2 (mod 5)について，∀n ≥ 0, an+2(p+1) = an.

証明：このとき Fp2 ∼= Fp[x]/(x
2 − x− 1)で σFp2

は x2 − x− 1 = 0の解を入れかえる．つまり解
を α, β ∈ Fp2 とすると，αp = β, βp = αなので αp+1 = βp+1 = −1.

定義：n ≥ 1とし，ζn = exp(2π
√
−1/n)とする．以下を n次の円分多項式という．

Φn(x) =
∏

0≤k<n,gcd(n,k)=1

(x− ζkn).

定理：Φn(x)は Z[x]のモニック φ(n)次既約多項式．

証明：f(x) = Irr(Q; ζn)とする．任意の素数 p 6 |nについて f(ζpn) = 0を言えばよい．今

∆ =
∏

0≤i<j<n

(ζin − ζjn)

について，∆2 = ±nn は初等的である．Q[x] で f(x)|xn − 1 より，f(x) ∈ Z[x] が分かる
（ガウスの補題．まだ証明していない）．f(xp) ≡ f(x)p (mod p) より f(ζpn) ∈ pZ. これより
∃x ∈ Z, px = ±nn．よって x ∈ Z ∩Q = Zで矛盾が生じた．

系：任意の n ≥ 1について，Q ⊆ Q(ζn)はガロア拡大で，

Gal(Q(ζn)/Q) ∼= (Z/nZ)×, (σx : Q(ζn) → Q(ζn), ζn 7→ ζxn) 7→x.

定理（Wedderburn）：有限斜体 D は可換（つまり体）である．

証明：Z = {x ∈ D | ∀a ∈ D, ax = xa}は D の部分体なので，適当な素数 pと m ≥ 1について
Z = Fpm とする．dimZ D = n（注：左次元）が n > 1として矛盾を導く．
a ∈ D \ Z について，C(a) := {x ∈ D | xa = ax}(⊋ Z) は D の真の部分斜体なので，

dimZ C(a) =: da について 1 < da < n．また連鎖律より da|n．群 D× の類等式

qn − 1 = q − 1 +
∑
a

qn − 1

qda − 1

から（ここで q = pm）Φn(q)|q − 1が導かれるが，これは矛盾．
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定義（ルジャンドル記号）：奇素数 p ≥ 3と n ∈ F×
p について(

n

p

)
=

{
1 ∃x ∈ F×

p , x
2 = n

−1 o.w.

補題（オイラー基準）：
(
n

p

)
= n

p−1
2 （F×

p 中の等式）

定義（ガウス和）：奇素数 p ≥ 3について，Wp =
∑
x∈F×

p

(
x

p

)
ζxp．

定理：W 2
p = (−1)

p−1
2 p.

証明：W 2
p =

∑
x,y∈F×

p

(
xy

p

)
ζx+y
p =

∑
x,y ̸=0

(
x2y

p

)
ζx+xy
p =

∑
x ̸=0

(
−1

p

)
ζ0p+

∑
y ̸=0,−1

(
y

p

)∑
x ̸=0

ζx(y+1)
p =(

−1

p

)
p.

系（平方剰余の相互法則）：奇素数 p 6= ℓについて
( ℓ
p

)(p
ℓ

)
= (−1)

p−1
2

ℓ−1
2 .

証明：
(
W 2

p

ℓ

)
=

(
−1

ℓ

) p−1
2 (p

ℓ

)
= (−1)

p−1
2

ℓ−1
2

(p
ℓ

)
. mod ℓ で W ℓ

p =
∑
m ̸=0

(
m

p

)ℓ

ζℓmp =

∑
m ̸=0

(
ℓ−1m

p

)
ζmp =

(
ℓ

p

)
Wp. よって

(
W 2

p

ℓ

)
= W

2· ℓ−1
2

p =

(
ℓ

p

)
.

注意：奇素数 p ≥ 3について，
(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

証明：2 = (ζ8 + ζ−1
8 )2 より

(
2

p

)
= 2

p−1
2 = (ζ8 + ζ−1

8 )p−1 ≡ ζp8 + ζ−p
8

ζ8 + ζ−1
8

(mod p).

系：素数 p 6= 2, 5について (
5

p

)
=

{
1 p ≡ ±1 (mod 5)

−1 p ≡ ±2 (mod 5)
.

系：奇素数 p ≥ 3について，∃x ∈ Z, ∃y ∈ Z, x2 + y2 = p ⇔ p ≡ 1 (mod 4).

証明：(⇒)：明らか．
(⇐)：(−1

p ) = (−1)
p−1
2 より ∃z ∈ F×

p , z
2 = −1. 鳩の巣原理より−√

p < ∃x, ∃y <
√
p, x+yz = 0

かつ (x, y) 6= (0, 0). 今，x2 + y2 = (x+ iy)(x− iy) ∈ pZかつ 0 < x2 + y2 < 2p.

注意：今回，Z[x]の 2次式 x2 + ax+ bがどの Fp[x]で分解するかが分かったが，これの一般化は
いつかの例が知られている．

例：「 3
√
2について」以下が知られている（『数論を学ぶ人のための相互法則入門』平松豊一著）．

∃x1 6= ∃x2 6= ∃x3 ∈ F×
p , x

3
1 = x3

2 = x3
3 = 2 ⇔ ∃x ∈ Z, ∃y ∈ Z, p = x2 + 27y2 ⇔ a(p) = 2.
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ここで，形式的べき級数として∑
n≥1

a(n)qn := q
∏
n≥1

(1− q6n)(1− q18n).

注意：∃n ≥ 1,Q ⊆ K ⊆ Q(ζn)となる体 K を円体という．同値な条件として「K/Qが有限次ガ
ロア拡大で Gal(K/Q)が可換群」が知られている（Kronecker-Weberの定理）．

例：
√
5 = ζ5 − ζ25 − ζ35 + ζ45 .

注意：p が奇素数なら，√
p ∈ Q(ζp) は W 2

p = (−1)
p−1
2 p から従う．これと

√
2 ∈ Q(ζ8) より，

d ∈ Zについては確かに Q(
√
d)は円体になっていることが分かる．

定理（Kummer拡大）：Q(ζn) ⊆ K ⊆ L ⊆ Qとする．L/K がガロア拡大で Gal(L/K) ∼= Cn

ならば ∃a ∈ L,L = K(a)かつ an ∈ K.

証明：Gal(L/K) = {τ0, τ1, · · · , τn−1} とする．τ : L
∼→L を K 線形写像と思ったときの固有

値の集合を R とする．τn = idL より ∀r ∈ R, rn = 1 で（よって R ⊆ K），ord τ = n より
0 < ∃k < n, gcd(k, n) = 1, ζkn ∈ R．R が K× の部分群であることは簡単に確認できるので，
R = {ζkn | 0 ≤ k < n}が分かった．
τ の ζn 固有ベクトル a ∈ L \ {0}が目的のものであることを示す．

• b := an について，τ(b) = τ(a)n = bなので b ∈ LGal(L/K) = K.

• τ i(a) = ζinaなので a, τ(a), · · · , τn−1(a)はすべて異なる．

よって Gal(L/K(a)) = {τ0}なのでK(a) = L（ここでガロア理論の基本定理を用いた）.

応用（フェルマー素数と作図可能性）：奇素数 p ≥ 3 について，正 p 角形が作図可能 ⇔ ∃k ≥
0, p = 22

k

+ 1.

証明：まず p = 2n + 1（n ≥ 1）なら n = 2k（k ≥ 0）でなければならないことを注意する．また
「正 p角形が作図可能⇔ cos

2π

p
=

1

2
(ζp + ζ−1

p )が作図可能」も注意する．

(⇒)：Q(ζp) ⊋ Q
(
cos

2π

p

)
⊇ Q を考えることにより，

[
Q
(
cos

2π

p

)
: Q
]
=

φ(p)

2
=

p− 1

2
.

よって p− 1

2
= 2k でなければならない．

(⇐)：Q(ζp) ⊋ Q
(
cos

2π

p

)
⊇ QからQ

(
cos

2π

p

)
/Qはガロア拡大でGal

(
Q
(
cos

2π

p

)
/Q
)

∼=

C
22k−1 が分かる．C2n には

G0 = C2n ⊵G1 ⊵G2 ⊵ · · ·⊵Gn = {e}

で ∀i, [Gi : Gi+1] = 2となる正規部分群の列が取れるため，Kummer拡大を繰り返し，各ステッ
プで √何とかを付加する拡大で Qから Q

(
cos

2π

p

)
に到達できる．
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